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Vii 


AVANT-PROPOS 


Ce livre est un recueil d’exercices et de problèmes dans les grands secteurs des mathématiques 
pour l’ingénieur. Il s’adresse aux étudiants de troisième année de Licence de physique et d'EEA 
ainsi qu'aux élèves des écoles d’ingénieurs. II est le fruit d’un enseignement de mathématiques 
pour l'ingénieur dispensé en première année de l’École Nationale Supérieur d’Électronique, d’In- 
formatique et de Radiocommunication de Bordeaux (ENSEIRB). 

Nous avons pris le parti de privilégier l’exposé des méthodes de calcul et de recherche des 
solutions en laissant parfois le soin au lecteur d’établir par lui-même la justification mathématique 
de telle ou telle étape (convergence uniforme d’intégrales ou de séries, permutation d’intégrales….). 
Dans la plupart des chapitres, des exercices permettent de se familiariser avec les méthodes de 
calcul. Les problèmes sont plus structurés, plus approfondis et surtout orientés vers les applications 
en physique de l’ingénieur. Certains peuvent constituer des « mini-projets » et être poursuivis par 
des calculs sur ordinateur (il est fait référence dans quelques problèmes à des prolongements sous 
Maple). 

Le chapitre 1 rappelle et présente des notions qui seront utilisées dans la suite de l’ouvrage. La 
distribution de Dirac y est exposée selon l’approche « phénoménologique » usuelle pour les phy- 
siciens qui permet une utilisation simple et extensive. L’étude plus rigoureuse des distributions fait 
l’objet du chapitre 5 (Distributions). Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux transformations inté- 
grales de Fourier et de Laplace et à leurs applications en physique pour l’ingénieur, avec notam- 
ment au chapitre 3 plusieurs problèmes sur l’étude des lignes de transmission. Le chapitre 4 est 
consacré à l’étude des fonctions d’une variable complexe avec une orientation particulière vers le 
calcul d’intégrales. Ces notions sur les fonctions analytiques introduites au chapitre 4 et sur les dis- 
tributions étudiées au chapitre 5 trouvent un prolongement au chapitre 6 où elles sont appliquées 
à la description du principe de causalité en physique et à la modélisation des filtres linéaires : 
relations de Kramers- Kronig, filtres à phase minimale, relations de Bayard-Bode, théorème de 
Paley-Wiener. Les fonctions de Bessel, chapitre 7, et les polynômes orthogonaux, chapitre &8, sont 
étudiés en vue de leur application à la résolution d’équations différentielles et d’équations aux 
dérivées partielles (chapitre 9). 

Cet ouvrage ne prétend pas à l’exhaustivité et certains domaines des mathématiques pour la 
physique n’y sont pas traités : la théorie des groupes dont les applications sont d’un niveau tech- 
nique plus avancé, le calcul matriciel qui pour l’ingénieur ressort maintenant davantage du calcul 
sur ordinateur avec des outils comme Matlab, le calcul variationnel, dont le champ d’application 
est plus restreint. 


La plupart des exercices et problèmes originaux de cet ouvrage sont l’œuvre d’une longue 
collaboration au sein de laquelle nous tenons à remercier plus particulièrement Bernard Morand, 
Michel Daumens, Michel Hontebeyrie et Pierre Minnaert. 
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OUTILS MATHÉMATIQUES 
DE BASE 


RAPPELS DE COURS 


1.1 RAPPELS D’'ANALYSE 
a) intégrales généralisées 
Définitions 
CO R 
| FG)dx = Jim | TA) 


b b 
| POLE = im / f(x)dx si f non bornée en x = a 
a er a+e 


Si ces limites existent, on dit que l’intégrale correspondante converge (ou est convergente), 
sinon elle diverge (ou est divergente). 


Exemple 
l'intégrale de Riemann (dans les deux cas ci-dessous on a a > O0): 


1 
e à l'infini / ao converge si « > 1 et diverge sinon 
; 1 : . 
e en zéro | xx x converge si a < 1 et diverge sinon. 
0 


On en déduit un critère de convergence très utile : 


, 1 ee ee . : : 
e si pour x — œ on a : f(x) — mr alors l'intégrale k f(x)dx converge si « > 1 et diverge sinon; 
a 


1  - ? . 
e sipourx=0ona:f(x) = alors l'intégrale | f(x)dx converge si « < 1 et diverge sinon. 
0 


Par extension on définit (définition au sens standard) 


OO e R 
fIdx — im {) f(x)dx + Jim | f(x)dx pour c borné quelconque. 
— OO — OO _R! ete : 
b C—E 


b 
f(x)dx — lim fx)dx + im, / f(x)dx si f non bornée en x = c € Ja, bl 
EU Ja é— c+e’ 


Chapitre 1 - Outils mathématiques de base 


On utilise souvent une définition alternative de ces intégrales généralisées dite au sens de la partie 
principale (ou valeur principale) de Cauchy 


R 
lim ;. f(x)dx 
DR 


R—co 


PP | f(x)dx 
Le C—E b 
PP | Abe Him | f(x)dx +] f(x)dx } si f non bornée en x = c € Ja, bl 


S1 l’intégrale converge au sens standard elle converge aussi en partie principale et les deux défi- 
nitions donnent la même valeur de l’intégrale. Une intégrale peut converger en PP sans converger 
au sens standard. 


b) Séries 
Séries numériques 


On appelle somme partielle de rang N d’une série numérique de terme général , la somme : 


N 
Sn=N u, 


n—=0 


La série converge et a pour somme S s1 la suite Sy a une limite bornée : S — Jim Sy et on note : 
—00 


Se, 


n—=0 


Une condition nécessaire de convergence est que lim w, = 0 ; la convergence de la série de terme 
n— 


général |w,| entraîne celle de la série de terme général w, qui est alors qualifiée d’absolument 
convergente. 


Exemples 


1. soit £(x) = » | (fonction £ de Riemann); cette fonction est définie (ie la série converge) 


n=1 
pour x > 1; 


OO 


2. la série géométrique de raison q : ÿ_q" est convergente pour |q| < 1 et a pour somme 


n=0 
1-q 


. Critères de convergence pour une série à termes positifs (u, > 0): 


:. | ._. U 
critère de d’Alembert : soit L — lim —!*! 


nc Un 


. Si L < 1 la série converge ; si L > 1 la série 


diverge ; 
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1.1. Rappels d'analyse 


+ critère de Cauchy : soit L = lim Ga ", Si L < 1 la série converge ; si L > 1 la série 


n— O0 


diverge ; 


. - +. Un >. 
+ critère de comparaison : si lim — = ZL avec 0 < L < © alors les deux séries de terme 
n— 00 Un 


général u, et v, sont de même nature. 


Pour une série alternée u, — (—1)"a, avec a, > O on a le critère de Leibniz : si à partir d’un 
rang N la suite a, est monotone décroissante et lim a, — 0 (condition nécessaire) alors la série 
n— 
converge. 


Séries de fonctions 


Le terme général est une fonction : x — u,(x). De ce fait la somme de la série est aussi une fonc- 
tion x — S(x). À x fixé on est ramené à une série numérique. La convergence de la série est alors 
assujettie à la valeur de la variable (convergence simple). On parle de domaine de convergence. 

S’1l existe une série numérique convergente à termes positifs a, telle qu’à partir d’un rang N on 
a [u,(x)| < a, Vx € [a, b] alors la série de terme général u,(x) est uniformément (et absolument) 
convergente dans [a, b] et la somme de la série est une fonction continue dans cet intervalle (critère 
de Weierstrass). 


e Cas particulier : les séries entières u,(x) = a,x" 


Le domaine de convergence est l’intervalle | — R, R[ où R = lim 


n—00 | An+1 


convergence de la série (dans € le domaine de convergence est un disque de rayon À). Dans 
le domaine de convergence la somme d’une série entière est une fonction continue. La série est 
dérivable et intégrable terme à terme. 


| est appelé rayon de 


Exemples de séries entières 


CO 1 So x?" 

on. met PDC =cosx bi<o 
n=0 n=0 | 

2, x" co x2nt1 | 

Dr — <q =snx bi< 0 
n=0 n=0 ° 


LS 
a |" 
Il 


—In(-x) x <1 


c) Équations différentielles 


Il existe des méthodes générales de résolution dans un petit nombre de cas rappelés ci-dessous : 


Chapitre 1 - Outils mathématiques de base 


e Équations du premier ordre F(x, y, y’) = 0 
- les équations aux variables séparables : l’équation peut être mise sous la forme f(y)dy = g(x)dx 
et intégrée directement ; 


. les équations linéaires : elles sont de la forme 


ao(x)y" + a1(x)y = f(x) 


la solution générale est de la forme : y(x) = æy;1(x) + yo(x) où y1(x) = exp - | a dx 
ox 


est une solution de l’équation sans second membre, «& une constante arbitraire et y,(x) une 
solution particulière de l’équation complète, qui peut s’obtenir par variation de la constante : 


© | PO 


—__—___—_—_p_pp AN: 
ao(x”)y1(x") 
e Équations linéaires du second ordre à coefficients constants 


ao” +ay" +a2y = f(x) 


L’équation sans second membre se résout en posant y(x) = e”* où r € R ou C est déterminé par 
identification. La solution particulière de l’équation complète s’obtient par identification selon la 
forme du second membre ou par la méthode de variation de la constante. 


1.2 LES FONCTIONS UTILISÉES EN PHYSIQUE 


e Fonctions continues ou continues par morceaux, à dérivées continues ou 
continues par morceaux 


Une fonction est de classe C\ sur un intervalle Z (éventuellement R) si elle est continue sur Z ainsi 
que ses k premières dérivées. Une fonction C® est indéfiniment dérivable. 

Une fonction continue par morceaux a des discontinuités de première espèce (de saut fini) et est 
continue sur les intervalles délimités par les discontinuités. 


Exemples 


1. la fonction valeur absolue t — |t| est C' par morceaux car elle est continue (C°) et sa dérivée 
première est continue par morceaux; 


2. la fonction (ou échelon) de Heaviside 


u:t—u(t) = Opourt<o0 
1 pour t > 0 


est continue par morceaux (ou C° par morceaux); 


3. les fonctions causales sont nulles pour t < O0. Elles satisfont l'identité f = uf où u est la 
fonction de Heaviside. 
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1.2. Les fonctions utilisées en physique 


Fonctions périodiques 


T > O0: f{G+T) = f(t) Yr. Le plus petit réel positif T qui satisfait cette identité est la 


période de la fonction qui est alors qualifiée de T périodique. Exemple : la fonction harmonique 
t 1 2 
t — exp (2i rx) . La fréquence est définie par v — T et la pulsation par © = 27 — ——- 


Fonctions caractérisées par leurs propriétés d'intégration 
- Les fonctions sommables (ou intégrables) sont celles dont l’intégrale | | f(t)| dt est bornée. 
R 
Elles forment un espace vectoriel noté L!. 
. Les fonctions de carré sommable sont celles dont l'intégrale l | f(){ dt est bornée. Elles 
R 
forment un espace vectoriel noté £?. Ces fonctions modélisent en particulier les signaux d’éner- 
gie finie ou encore les fonctions d’ondes de la mécanique quantique. 
+ On peut définir plus généralement l’espace L* pour k quelconque dont les deux espaces L! et 
£? sont des cas particuliers très utilisés en physique et théorie du signal. 


. Les fonctions localement sommables sont celles dont l'intégrale Î | f(t)| dt est bornée sur tout 


1 
intervalle / fermé borné. Elles forment un espace vectoriel noté £},.. On utilise parfois £?,. 
l’ensemble des fonctions de carré localement sommable. 

Il est clair que les fonctions de £' sont localement sommables (et celles de £? de carré locale- 
ment sommable). 


e Fonctions tempérées 


Ce sont les fonctions localement sommables et à croissance lente, c’est-à-dire celles qui croissent 

au plus comme une puissance (finie) de f. Autrement dit on peut trouver un entier N non négatif 

borné tel que | de nr 0. Notons qu’une fonction décroissante à l’infini est forcément à 
1|— 00 

croissance lente. 

La plupart des fonctions utilisées en physique sont des fonctions tempérées. 


e Égalité presque partout 


On dit que deux fonctions f et g sont égales presque partout et on note f Es g Si f(t) = gt) 
Vt sauf sur un ensemble dénombrable de valeurs de f (ensemble de mesure nulle). Par exemple la 
dérivée de la fonction de Heaviside est presque partout nulle. Les fonctions égales presque partout 
ont comme propriété : 


Use | rodr= | etat VI 
1 1 


Cette propriété entraîne que les éléments de £! (de £?) sont en fait les classes d'équivalence des 
fonctions égales presque partout et (de carré) sommables. 


Chapitre 1 - Outils mathématiques de base 


e Modélisation des signaux impulsionnels 


L’impulsion 6 de Dirac (définition « phénoménologique » ; pour une théorie rigoureuse voir le 
chapitre 5). 


vf [l Ga) ft = f@) 


VS [l (r) f(Odt (—1)" f (0) 
BUG to) g(Go)Ô(T — to) 
ô(at) = al © en particulier Ô(—t) = ô(t) 
La notation Vf doit rester compatible avec l’existence des valeurs de f qui y apparaissent 


(f(0), f(a), f'(O), …). 
Si f est discontinue en f, avec pour saut o on peut écrire f(f) = f.(f) + oœu(t — to) où f. est 
continue, alors : 


au sens des fonctions — f'(r) = f/(t) presque partout 
au sens des distributions —  f'(f) = f/(t) + oû(t — to) 


En particulier, au sens des distributions w”(f) = ë(t). 


e Formule de Leibniz sur la dérivée n°°"® d’un produit de deux fonctions 


[u (x) U (x)]°” — >» ee [u (x)1® [u 631 


k=0 


! 
où C: est le coefficient du binôme : (où — en 


Fonction de Heaviside : u(f) = 0 pour f < 0 
= | pourt > 1 


Fonction « signe » : sign(f) = —1 pour f < 0 


Définitions 


= 1 pour ft > 0 
= 2u(t) — 1 


TT 
Fonction « porte » : Il7(f) = 1 pour € 7 


— 0 sinon 


Fonction « triangle » : Ar(r) — ( 


. . , . sin (rt) 
Fonction sinus cardinal : sinc(t) — 


TTt 
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1.3. Les Séries de Fourier 


1.3 LES SÉRIES DE FOURIER 


° _f est une fonction T-périodique sommable sur tout intervalle À fermé de longueur T ; on note 


@ = _ la pulsation fondamentale. On appelle coefficient de Fourier de f : 


1 . 
a = p ] FO e dr nez 
T Ja 
On définit la série de Fourier de f : 


Sr(:1) = D cn e" 


nez 


+ Sien tp € À, f et f'ont une valeur à droite et une valeur à gauche alors (théorème de 
Dirichlet) 


1 
Sr(F ; to) — 5 LFGo)+ FU) 


+ Si f est continue et f’continue par morceaux alors Sk(f:;t) — f(t) uniformément Vf et la 
série de Fourier de f” s’obtient en dérivant celle de f terme à terme. 


| Il 
o Si fest C*_! et f® est continue par morceaux alors |c,| = y Pour n grand. 
n 


. Série de Fourier de fonctions réelles : f réelle = c_, = ©, (complexe conjugué de c,) ; alors 


1 ce 
MEUTE) = 540 + > än COS nœt +b, Sinnwt 
n=l1l 
. Il | ll 
An — CntC_n br = i(Cn a É) LEA Cn — 5 (an — ib) Cn — 3 (an + ibh) 


2 . . 
do —= 7 J 70 dt a, = 7 J ro cos not dt by — 7 J '0 sinnot dt 
T A T A TL A 


« On rappelle la relation de Parseval (pour f € £°(A)) 


1 21 
7 Jef a=Xiaf = (2) +557 (+6) 


nez n=1 


Chapitre 1 - Outils mathématiques de base 


1.4 LES FONCTIONS DÉFINIES PAR DES INTÉGRALES 
Quelques fonctions usuelles 


Fonctions eulériennes 


La fonction Gamma l'(x) La fonction Bêta B(x, y) 


Pour (x, y) € R**? 


1 
B(x, y) = | 6 (l—=0) Lai 
0 


+00 
5 l eue dt x ER =2 | (cos6)""! (sing)? 'd 6 
À 0 


OO sl 
= —— dt 
| +1} 


T(x+1) = xl) VrxeR\{Z } 


FX) (y) 
F(x + y) 


1 
F() = 1, TG) = V7 B(x, y) = Vx,yY,x+Y€ 


1 
(D) = -y lG) = —(y+n4)V7 


y = 0,577... constante d’Euler 


(n)! 
22n n! 


V7. B(x,1— x) = (x) (1 — x) — xéZ 


ln+1)=n! ere , 
2 sin TX 


Toutes les fonctions ci-dessous sont définies sur R** ; certaines peuvent être prolongées sur R* 
ou même sur KR. 


ME 2 f" 2 
Fonction Erreur Erf(x) — Nr | e!" dt Erreur complémentaire Erfc(x) — NE L é dt 
T Jo T Jx 


X L t 
Sinus Intégral Si(x) — | — dt |Exp‘" Intégrale E,  En(x) = L 
0 x 


+ cost 


Cosinus Intégral Ci(x) = — [l Fa dt |Exp°!"* Intégrale E; Etx)= PP | | 


X 
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Énoncés des exercices 


Produit de convolution 


fxgit —(f *xg)(t) - | far) g(@) dr! 


Si f et g sont causaux : (f x g)(f) — ut | f@—1)e(") dr 
0 


On utilise couramment la notation (abusive) f(r) x g(r). 


Propriétés 

symétrie : f kg —=gxf 

si f € L'etg € L! alors f *g e L! 

si f € L' et g’ est continue et bornée à l'infini alors (f x g) = f x g' 


e 


e 


e 


ÉNONCÉS DES EXERCICES 


1.1 Intégrales généralisées 


ED Étudier la convergence des intégrales suivantes : 


| M 1 
fs Clos 


Ce 1 
(c) | RU 
d 4% (x3 +1) 


(d) : | e * cos x dx 
0 


OO ,a—l 
P Étudier en fonction de « la convergence de l'intégrale | " [4% 
0 
MR 
ED L'intégrale 31% est-elle convergente au sens standard ? au sens de la partie princi- 
à 


— OO 


pale ? Si oui la calculer. 


1.2 Séries 
HD Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries : 


= I = 2"+1 = nn = 
| ee —_—_— b) : = à: Si d) : 
(a) D = Dir © D (d) 2_ 


n=0 


El 

Vn 

FD Pour quelles valeurs de a la série de terme général (1 — a)" est-elle convergente ? Calculer sa 
somme. 


OO 
Il 
ED Calculer la somme de la série ) mL 
n! 
n=0 
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ED Soit deux séries numériques absolument convergentes de terme général respectivement a, et 
b,. Montrer que la série de terme général a, cos nx + b, sin nx est uniformément convergente 
Vx € 


1.3 Équations différentielles 


HD Résoudre les équations différentielles du premier ordre : 


Fu 
x x? 


(a) y’ +y*sinx = 0 avec y(0)=1 (b)y=a?—y" ((1+x)y'+ 
FD Résoudre les équations différentielles du second ordre : 
(a) y” +2y"+2y —=2x—sinx (b) y”+7y—In|cosx| 
1.4 Impulsion de Dirac 


ED Établir les propriétés suivantes de l’impulsion de Dirac : 


b 
(a) | FH) — to)dt = f(to) Si to Ela, b[ et O sinon. 


(b) OT ES ne 
jal a 
D Calculer : 
(a) | (21 + 3)ô(t + 1)dt (b) | te!" 5(t + Ljdt 
— CO 0 


2 OO 
(c) | (1 +312)8/(t — l)dt  (d) [l t cos(r) 8 (t)dt 
—1 


— OO 


ED Calculer 80(1). En déduire n solutions indépendantes au sens des distributions des équa- 
tions : 


TT 
JT — 6 


| 
© 


ED Potentiel coulombien à une dimension : 
a) Calculer « au sens des distributions » la dérivée seconde de x + |x|. 


b) On place une particule ponctuelle de charge qg à l’origine (x — 0) dans un espace à une 
dimension (une ligne). Le potentiel créé par la charge à l’abscisse x est solution de l’équation 
de Poisson à une dimension 


V"(x) = = 500 


Trouver la solution de cette équation qui soit une fonction paire. 
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€) On place sur la ligne une autre particule, de charge —q. À l'instant : = 0 elle est située en 
xo 0 et possède une vitesse v,. Montrer que quelle que soit sa vitesse initale v, elle ne peut 
pas échapper à l’attraction de la particule localisée en x = 0. 
On rappelle que la force que ressent en x la particule de charge —g plongée dans le potentiel 
V(x) est : F(x) = qV'(x). 


1.5 Séries de Fourier; propriétés, dérivation 


HD Développer en série de Fourier la fonction T-périodique suivante : 
A — =T/2<1t<0 
= “hi O<t<T/2 
où |a|  |b|. Discuter les cas a — +b. 


FD Développer en série de Fourier la fonction T-périodique suivante : 


a —T/2<t1<0 
b  O<tr<T/2 


gt) 


ED Comment peut-on comparer ce résultat à celui de la question précédente ? 


1.6 Série de Fourier et somme de séries 


Développer en série de Fourier la fonction paire et 27-périodique définie pour f{ € [0,7] par 
fO= er, 


En déduire la valeur de la somme des séries numériques : 
=) re | =) 7,7 
1.7 Série de Fourier 


Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie par : f(f) = sin(wot) pour 
—7 <t < 7 avec wp € |0, 1[. Que se passe-t-il quand wp — 1 ? 


1.8 Série de Fourier et équations différentielles 

Trouver une solution particulière périodique de l’équation y”(f) — 4y(t) — f(f) où f est 
27-périodique définie par f(t) — |r| pour r € [—7, 7]. 

1.9 Séries de Fourier sinus et séries de Fourier cosinus 


Soit f une fonction satisfaisant les critères de Dirichlet sur ]0, L[. Construire une série de Fourier 
de périodes 2L ne comportant que des termes en sinus (cosinus) et qui coïncide avec f sur ]0, L[. 


Applications : 


e Développer en série de Fourier-cosinus sur [0, 7] la fonction f(f) = sinf. 
e Construire la série de Fourier-sinus puis la série de Fourier-cosinus qui coïncident avec la fonc- 
tion t — coshf sur JO, If. 
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1.10 Fonctions eulériennes 


1 1 1 
D Calculer re) B(2, 5) L'(n + 5) et en déduire ['(—n + 5) (n € N°). 


D Calculer J, — fe % Int dt (n € N,a € R**) en termes de let de [”. 


Q 
Donner la valeur de J, et de J.. 


1.11 Calcul d’intégrales 


Calculer les intégrales suivantes : 


OO OO ea 
= te Pidt (B>0,a>—1) I - | dt (a,b > 0) 
D :-/ É Mn 7 


La(x) = | ea #04) 74 (a > 0) 


1 
1 
D :-l 7" 


7/2 
D = | (tan0)*d0 a@€e]—1,I[ 
0 


+ 
D = | Int, 
9 — | [2 


RS | 
Li = —— dt € N° 
ID 11 Î 1+r2 (n ) 


CO ,—at B ,—at 
n= | - di (a,b > 0) n= | — dt (a>0;-béfa,B) 
0 a 


ho= | TE b>0) 
0 t+b 


3 
= | (9 — P)5dt 
0 


1.12 Produit de convolution 


ED Calculer les produits de convolution f + g (les fonctions IL, et A, ci-dessous sont définies 
dans le rappel de cours) : 


(a) _f(@) =1L() g@) = f() 
(b)_f(r) = IL() ge) = 2/2) = (2— |fl)u(2 — rl) 
(©)  fG)=sint g@=ak@)=(a-tfhuta-|}) a>0 


eos —t À 51 1 
(d) RO TS! e ‘u(t) a >0 RO TG; e ‘u(t) b>0 


D Calculer f x 60). 
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et /2# ; 


9 


ED On désigne par f, la fonction définie pour a > 0 par f,(t) = —— 


: avV2T 
a) Montrer que / er +Btqt = exp (£) 
> a 4 
b) Calculer f, * fp. 


c) Calculer f*° = f, * fa * fa puis f" (n entier positif). 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 1.1 Équation de la chaleur 


Trouver à l’aide des séries de Fourier la solution du problème suivant : 


u(x,t) définie pour x € [0,/]etr > 0 


Ou Ou 


u(,t)=0 12>0 
x{—x) xef0,/] 


ES & 
PES 
“So 
OO = 
ur Nr 
ll 


Problème 1.2 Séries de Fourier, polynômes de Bernouilli et fonction 
de Riemann 


Les polynômes de Bernouilli sont définis par : 


1 
B;(x) = x — 5 


B'(x) = Bh- (x) 
B,(1) = 0 ee 


On veut déterminer la série de Fourier S, de période 1, qui coïncide avec B, pour x € ]0, 1[. 
HD Déterminer S1. 


BP Établir que le coefficient a de $, est nul Yn. 


E Quelle relation existe-t-il entre S, et S,_ 1 ? En déduire l’expression de $, ; on distinguera le 
cas n pair du cas n impair. 


4) Justifier que S,(0) = B,(0) pour n > 2. Calculer B;(x) et B4(x) et en déduire £(2) et £(4) où 
la fonction £ de Riemann est définie par : 


= 1 
Lo 
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Problème 1.3 Phénomène de Gibbs 


HD Soit f une fonction 27-périodique admettant un développement en série de Fourier et Sw(t) 
la somme partielle d’ordre N de la série de Fourier 


N 
Sn(t) = a0/2 + ÿ an COS(nt) + b, sin(nt) 


n—=0 
a) Montrer que 
1 T 
An COS(nt) + b, sin(nt) — _ | fG')cos(n(t" — t))dt' 


b) En déduire que 
_ 1 f" el + 26 D] 
LE 27 . f@) sin [3 (r/ — 1) 


FD Soit la fonction f, impaire, 27-périodique, définie par f (1) = 1 sur [0, 7. 
a) Déterminer sa série de Fourier. 


b) En utilisant le résultat de la question ED b) montrer que pour { € ]— 7,7 


!/ 


dt 


l [ sin [(N + Du a fs [CN + Dul ” 
—t 


Sn) = 27 sin (3u) 27 ns, sin (3u) 


c) On regarde le voisinage de f — 0 et on se place pour N grand. Montrer que dans cette 
situation la seconde intégrale est négligeable devant la première et que 


1 mt S 
soe — ] sin v dv 
0 


mn JL sn) 


1 
GRON A ROE MNRSSUURE 


d) En déduire que le premier maximum de Sn(f) apparaît pour f = 
valeur approchée du premier maximum de Sy(f) est donnée par 


2 [ sin € 
SX D —— dé 
À T Jo Ë 


T 
N: Montrer qu’une 


SIA 


Quelle remarque peut-on faire au vu de ce résultat ? 


Problème 1.4 Formule de Stirling pour la fonction T 
ED Montrer que 


1 
; Inl(t)dt = In v27 
0 
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Du mal à démarrer ? 


BD On définit pour x > 0 
x+1 
F(x) — [l In l'(t)dt 


a) Calculer F’(x). 
b) À l’aide du résultat de la question D en déduire l’expression de F(x). 


ED En appliquant la règle des trapèzes (voir formulaire) à l'intégrale qui définit la fonction F 
montrer que (formule de Stirling) 


xs dll) V2 x**3 67 (1 +0 (1/x)) 


Formulaire 
1 
| In sin(r0)d0 = — In2 
0 


2 


d 1 
0<zmME<— pour x > 1 


b 
| Fox = 26 D 1f@+ FO LE a) FE) avec 6 € lab 


DU MAL À DÉMARRER ? 


1.1 ED et FD Utiliser les critères de convergence. 


ED Décomposer —;—— en éléments simples. Dans cette même question pour intégrer les élé- 
ments simples prendre la partie principale à l’infini (justifier). 


1.2 ED et D Utiliser les critères de convergence. 

ED Utiliser la table de séries entières. 
1.3 BD Seconde équation : utiliser la méthode de variation des constantes. 
1.4 ED à) Définir une fonction g(1) — f(t) pour t € Ja, b[ et g(1) — 0 sinon. 


BD d) et ED : Utiliser la formule de Leibniz. ED a) : La dérivée d’une fonction discontinue 
est différente selon qu’on la calcule au sens des fonctions ou au sens des distributions. 


1.5 Vérifier les symétries éventuelles de la fonction selon les valeurs de a et b. 
ED On remarque que g = f’. 
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1.6 La fonction est continue donc elle est égale à sa série de Fourier en particulier en 1 = 0 et 
LT. 


1.7 Prendre soigneusement la limite wo — 1. 


1.8 L’équation différentielle ne fait intervenir que des dérivées paires et le second membre est une 
fonction paire ; on cherche donc la solution sous la forme d’une série de Fourier paire. 


1.9 Prolonger la fonction f sur ]—L, O[ de façon à obtenir une fonction paire (impaire) et prolon- 
ger la fonction ainsi définie |—L, L[ sur R par périodicité de période 21. 


1.10 Attention (voir table dans les rappels de cours) : on définit L'(x) Ge < 0 non entier en 
+ 
prolongeant les valeurs pour x > 0 à l’aide de l’identité L'(x) — D pour 
x(x+1)-.-(x+n—1) 
x E ]-n,-—n+1[avecn € N*. 


% sin (af) 


1.11 Z : poser u = Vt+b?; I, : intégrer par parties et utiliser | 

0 
distinguer le cas « < B < —b du cas —b < a < B; Lo : poser { = e“; Li: : poser u = 1°"; 
15 : poser u = 1?/9. 


di = + sign(a) ; Lg : 


1.12 ED a) et b) On peut utiliser un raisonnement graphique. 


Problème 1.1 
Les conditions aux limites suggèrent de chercher des solutions de la forme 


X 
T > 


HULL) = 270 smaT 


n>1 
pour implémenter la condition initiale utiliser les séries de Fourier sinus (exercice 1.9). 


Problème 1.2 

ED Remarquer que la série de Fourier Si est une fonction impaire. Dans la suite, attention à ne 
pas faire de confusion entre l’indice n qui numérote les polynômes de Bernouilli et l’indice k qui 
repère les coefficients de Fourier. 

ED La relation de récurrence entre les ay(n) et les by(n + 1) sera transformée en relations par pas 
de deux dans une même série de coefficients. 


Problème 1.3 
EP b) Dans l'expression de Sy(t) on fera un changement de variable u — 1 — t’ dans l’intégrale 
entre —7 etOetu = f” — t dans l’autre intégrale. 


D ©) On établira que pour { 0 les deux intégrales de la question E3 sont de la forme 


a+E€ 
| g(t)dt = 2eg(a) + o(€). 
Problème 1.4 
ED On fera le changement de variable #’ — 1 — r. Dans tout le problème, utiliser les propriétés de 


la fonction T°. 
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1.1 MD Convergence des intégrales : 


a) La fonction TE) est non bornée en 0 et 1 qui sont les deux bornes de l’intégrale. 
x(1 = x 
1 Il 1 
Pour x = 0: > = — : le critère de comparaison avec l’intégrale de 
AD L x72 P Fr 
Riemann est applicable avec &« — 5 < 1 donc l'intégrale converge à la borne inférieure. 


1 1 1 
Pour x = 1: 2 = —————- ; là encore le critère de comparaison avec 


VaT-x) VI=x (-x)/2° 


l’intégrale de Riemann est applicable avec « — 5 < 1 donc l’intégrale converge aussi à la 


borne supérieure ; elle est donc convergente. 


1 1 1 1 
b) La fonction ——————= est borné —let0.P QE ES 
) La fonction CD est non bornée en — 1 e our x GeDe Ve 
1 
le critère de comparaison avec l’intégrale de Riemann est applicable avec a — 3 < 1 donc 
1 1 
l'intégrale converge en 0. Pour x = —1 : > = ————— ; le critère de comparaison 


G+Dx -G+D 


avec l’intégrale de Riemann est applicable avec &« = 1 donc l’intégrale diverge à la borne 
inférieure ; elle est donc di 
x+l 


US F' 
< I 

en 0. À l'infini 2 = —, Onaici a = 1 donc l’intégrale diverge à l’infini ; elle est 
x 


/x (x3+1) 


donc divergente. 


1 : 
c) Pour x = 0: ; on a donc de nouveau & — 5 < let l’intégrale converge 


d) On a Je* cos x | < e 7” qui est intégrable entre 0 et l’infini. Donc l’intégrable est conver- 
gente. 
a—1l 


O0 
D Étudions la convergence de l’intégrale | : dx :enx + 0: 
0 X 


Le critère de comparaison avec l’intégrale de Riemann conduit à 1 — &@ < 1 = a > 0. 


a—1 


se 
A l'infini —— + RCE, Le critère de comparaison avec l’intégrale de Riemann conduit à 


2—a>l + a < Î. “Finalement l’ intégrale converge pour & € JO, If. 
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2 De À , le | ie à: 
ED À l'infini =; qui décroît plus vite que —. L'intégrale converge donc à l'infini. La 
x * 


x3+1 
fonction il est non bornée en x — —1. Au voisinage de x = —I : 
X 
D 1 L Il 
X3+1  (x+D(x2-x+1) +1) +1) 


(ee) 
avec æ = 1. L'intégrale [l + est donc divergente au sens standard. 
# 
—0Q 
Au sens de la partie principale : 


D 1 cifi x-2 
x3+1 @+D(x2-x+1) 3 x+1 x2—-x+1 


O0 O0 O0 
PP | = : Pr / | dxPP | as 
ee 2 3 _oX+l ee 
L'intégrale originelle est convergente à l’infini mais dans la décomposition de la fraction ration- 
nelle on fait apparaître deux intégrales, chacune étant divergente au sens standard. Comme 
l'intégrale de départ est convergente (à l’infini) on peut donc aussi bien la prendre en partie 
principale et donc chacune des deux intégrales ci-dessus sera calculée en partie principale à 


l'infini ce qui permet de récupérer la partie finie de la somme des deux intégrales. En outre, la 
première sera calculée aussi en partie principale en —1. 


CO il | —]l—E€e 1 R 1 
PP dx = lim lim dx + dx 
_o X+1 R—00 e—0 | J_R  X+1 level 


= Jim lim {in 1x +115 + Infx + HE 
R— co e—0 


+1 


= 0 
R—I 


— lim liim{ine—In(R—1)+In(R+1)—-Ine} — Jim In 


R—0co e—0 


Dans l’autre intégrale, le dénominateur ne s’annule pas. Faisons le changement de variable 


ce , D y —3 
PP | = PP | 2 qu 
_oxX?—x+l Lo U2+ 3 


R R 
3 | 
lim [l du; | ——; du 
R—00 dre 2 Eds. 


arctan 


3 2 2u h 
É in se 
2 V3 Vale 
où la première des deux intégrales dans la deuxième ligne est nulle par symétrie (intégrale 
d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à l’origine). En regroupant les 
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résultats on obtient 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Ce dernier exercice met bien en évidence le rôle de la limite symétrique dans la définition 
d’une intégrale en partie principale puisque la compensation des infinis se fait grâce à cette 
symétrie. 


1.2 MD Déterminons la nature des séries : 


Il : 
a) Le terme général u, — il nm — pour n grand. La série est de même nature que celle 
n° + n 


de terme général — c’est-à-dire divergente (série de Riemann avec & — 1). 
n 


2"+1 2\"1+1/2" it 
b) Le terme général u, — TE ile G) a NU () pour ñn grand. La série est 


de même nature que celle de terme général 3 qui est une série géométrique de raison 


3 < 1. La série est donc convergente. 

c) Asymptotiquement le logarithme est dominé par la fonction puissance ; 1l existe donc 
e € ]0, If et N(e) tels que n > N(e) = Inn < n°. On a alors nu < — La comparaison 
avec la fonction de Riemann pour x = 2 — e > 1 permet de conclure à la convergence de la 
série. : 


( | dl, , . 
d) La série de terme général u, — est une série alternée avec |u,| — —— qui est mono- 
n 


n 
tone décroissant et tend vers zéro. Le critère de Leibniz est satisfait et la série converge. 
FD La série de terme général (1 — a)" est une série géométrique. Elle converge pour |1 — a| < 1 
Il 1 

c’est-à-dire pour a € ]0,2[. Sa somme est ——— — -. 

1=(l=4) 
& Î —= — —= l = 
E) On peut écrire D |; — — ÿ mr e = 2,718... 
n=0 n=0 


x=l 
FD Les séries de, la, | et ÿ [b,| convergent. Il en est de même de la série ÿ lan] + |b,|. Par 


n 


n n 
ailleurs ÿ la, cos nx + b, sinnx| < ÿ lan|+|bal Vx. Donc d’après le théorème de Weirstrass 
n n 
la série trigonométrique converge alors uniformément pour tout x et sa somme est une fonction 
continue. 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Cet exercice fait apparaître l’utilité du critère de comparaison avec la série de Riemann ou 
avec la série géométrique. 
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1.3 D On résout les équations différentielles du premier ordre : 
a) C’est une équation séparable : 


/ L —] 
y'+y°sinx 065 —— 
—] 
0) — SISsÉés-2 
>) 1+G 
finalement 
Do 2 — cos x 


b) Là aussi on a une équation séparable : 


/ 


2 2 y : 
y = —?} Tr = | 
l d | Il + 
x | Ÿ ++ = fs hi L'=xxc 
2a |a—y a+y 2a ad—?}y 
a+} .. Ke =] 
a—y ‘ y) Ke +1 


c) On a une équation linéaire. On cherche d’abord la solution générale de l’équation sans second 
membre y 
(+x)y+= =0 
x 


qui est séparable 


- 


<g 


1 Il 1 

—= — —© = —— + — 

y x(1+x) x 1+x 
x+l 
+ hG)=K£— 
+ 

Recherchons maintenant une solution particulière de l’équation complète par la méthode de 
variation de la constante : 


x+l 
yox) — K(x) 
1 +1) 1 
CU CR ss ea 
" + x x 
Il 1 1 
= K'()= Se _ 
Xœ+I) X  xX+I  (x+1) 
Il 
+ KO)=M + < 
1 x+l 
Ce qui donne finalement 
x+l x 1) x+1 
= I —+C 
y) “xd x 
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FD Résolution d'équations différentielles du second ordre. 
a) On résout l’équation sans second membre en cherchant des solutions en e”* 


r?+92r+2 = 0Or—=-1+; 
e 


yo(x) —= e *(Acosx +Bsinx) 


Le second membre est de la forme f(x) + f(x) avec f(x) = 2x et f(x) = — sin x. On va 
donc chercher y, et y, solutions de 


Yi +2y +2» = 2x 
» +2Y5+2ÿ = —sinx 
et la solution recherchée de l’équation complète sera la somme y; + y2. 
Cherchons y, sous la forme d’un polynôme de degré 1 : y,(x) = ax + b. En identifiant on 


obtient : 
2a+ax+b=2x = a—=2, b=-4— y;(x) = 2x —- 4 


Cherchons y sous la forme d’une combinaison de fonctions trigonométriques : 


Y2(x) = a cos x + bsin x. 
En identifiant on obtient : 


(a + 2b) cos x + (b — 2a)sinx = — sinx = a+2b —=0, b —2a = —-1 


2 1 
On en déduit a — 5 et b = ne et 


Il ; 
Y2(x) = 5 (2 cos x — sin x) 
Finalement la solution générale est donnée par 
. j | 
y(x) = e (A cos x + B sin x) + 2x — 4 + 5 (2 cos x — sin x) 
b) L’équation sans second membre à pour solution y,(x) = À cos x + B sin x. Pour trouver la 
solution particulière de l’équation complète on va utiliser la variation des constantes : on 


cherche yo(x) sous la forme 


A (x) cos x + B (x)sin x 
— A (x) sin x + B (x) cos x + A’ (x) cos x + B’(x)sinx 


Yo(x) 
Y0(X) 


On a deux fonctions inconnues À (x) et B (x), 1l faut donc deux équations pour les détermi- 
ner. L’une sera l’équation différentielle ; pour l’autre imposons 


A! (x) cos x + B'(x)sinx = 0 (1.1) 
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ce qui simplifie l'expression de y(x) 
yo) = — A (x) sin x + B (x)cos x 
Il vient donc pour yj (x) 
y (x) = —A (x) cos x — B(x)sinx — A’(x)sinx + B’(x)cosx 
En injectant dans l’équation complète on obtient 
— A’ (x) sin x + B’(x)cos x — In [cos x| (1.2) 
On a donc deux équations (1.1) et (1.2) pour A’ et B';onen tire 
A'(x) = —sinx Infcosx| ; B’(x) = cosx In {cos x| 


On en déduit 


A(x) Î-snx Inlcosx|dx — fat du =ulnliu| - u 
uU—CoOS X 
= cosx In|cosx| — cos x 
Pour calculer la primitive qui définit B(x) on intègre par parties : 


sin” x 


dx 


B(x) = J cos In {cos x| dx = sinx inlcos a+ / 


1 
dx — Jeosxax 
OS x 


COS X 


sin X inlcos xl + f = 


On calcule 
1 1+#2 2dt 1] l 
d = a — — + — | di 
Î= Enlr rie Î-= = 
1 2 
_ ue 
1 — tan x/2 
Finalement 7e 2 
+ 
B(x) = sinx In|cos x] — sinx +In one 
1 — tan x/2 
On reconstitue la solution yo(x) = À (x) cos x + B (x) sin x et on obtient : 
1+t 2 
y(x) = À cos x + B sin x +1In|cos x| — 1 +sinx In ne 
1 —tanx/2 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La méthode de la variation des constantes est peu connue pour les équations du second ordre. 
Dans ce dernier calcul, elle est indispensable. On peut aussi trouver une solution particulière 
à l’aide des séries de Fourier, mais sous une forme non explicite. 
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Corrigés des exercices 


1.4 ED à) On introduit une fonction auxiliaire : g(1) — f(t) pour t € Ja, b[ et 0 sinon. Ensuite 
on utilise les définitions 


b ee) 
| SG — t)fOdt = | SG — 1)g (dt = g() 


— OO 


— _ f(t) pour # € Ja, bf et 0 sinon 


b) Montrons que ô(at + b) — Lie + 2 
jal a 
[ ô(at +b)f(t)dt _— signa) |” 8@' +b)f Da - — a D 


on Er far 


œ |al 


Le facteur sign(a) devant la seconde intégrale vient du fait que les bornes + sont inversées 


sign(a 
dans le changement de variable si a est négatif. Par ailleurs gn(a) = 
a 


la 


FD On utilise les définitions et le résultat de la question précédente 1(a). 


o / (21 + 3)ô(t + L)dt = (21+3)|,__, =1 
b) | te" ô(t + 1)dt = 0 car —1 n’est pas dans l’intervalle d’intégration. 
0 


2 
c) [l (G°+3)8/(€ — dt = — (°° +3], = 
— 1 


n 


d) u t cos(#) 80) (#)dt = (—1)" _. [ cos(#)] (—-DPPRT si n est impair, 0 sinon. 
ED Calcul de r" 5 (+) : 
. nd di 
|_revoroar = (—-1* . AC) CN 2 FE LOI 


t—0 


k 
: ! . | 
CE T LONP 
oo Li t=0 


Seul le terme constant (j — n) contribue dans la somme prise en { = 0. Comme j <k,sin >Kk 
il n’y aura pas de terme en 1° et donc la somme est nulle. Si n < k alors 


[ 280 (6) (dt = (—1} Ci nt LOIS” = (—-D"CE n! [l SEM) fodr 
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On a donc 


(—1) Cnt8Ë 0 sin <k 
= Osin>k 


80 (1) 


On en déduit que 


n—] 


Ter, ao 


k=0 


(où les a; sont des constantes arbitraires) est solution de l’équation f"T = 0 et 


n—1 
T = (—1)" 800) + Ÿ a,80(1) 
k=—0 
(où les a; sont des constantes arbitraires) est solution de l’équation f"T — 6. 


Potentiel coulombien à une dimension. 
a) Calculons la dérivée au sens des distributions de la fonction valeur absolue : f : x [x 
f'(x) = sign(x); f(x) = 26 puisqu'il y a une discontinuité de saut 2 en 1 = 0. 


d 
b) On déduit de la question précédente que la solution de l’équation de Poisson Pen . Ô(x) 
x € 
est : : 
VO) =}; + Ax +B 
260 


Pour avoir une solution symétrique x — —x (fonction paire) 1l faut À = 0. De plus on prend 
B = 0 ce qui revient à fixer l’origine des potentiels. 


c) Cette particule est soumise, de la part de celle qui est placée à l’origine, à une force 


F=qVv'=- 7 sign). L’équation du mouvement est donc 
€0 
2 
mx = TL sign(x) 
2€ 
q? 
Supposons qu’à l'instant { = 0 on ait xo > Det vo > 0 alors x(f) = — 5 1? + vof +Xo. Quel 
me 


que soit v9 il Y aura toujours un instant où x(f) reviendra vers zéro. La force changera alors 
de signe et la particule sera toujours attirée vers le centre et ne pourra jamais s’échapper à 
l'infini. Ce phénomène de « confinement » est spécifique de l’espace à une dimension et est 
dû au fait que la force est constante. 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Ces exercices permettent de se familiariser avec les règles de calcul mettant en jeu l’impulsion 
de Dirac. La théorie rigoureuse sous-jacente à ces règles sera développée au chapitre 5. 
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Corrigés des exercices 


1.5 ED On détermine les coefficients de la série de Fourier de f d’après les définitions et à 
l’issue d’un calcul simple d’intégrales on obtient : 


_L@-DH-CDI , , __@+bD CD 


T& n? mn) n 


T 
=, ,@—b) : & 


FOI (a — b)+ >: a? Cr cos nœt — at? CT sinnœwt 
Si la] Z |b] la fonction est discontinue et n’a pas de propriété de parité : (a, et/ou b,) — L 

Si a = b la fonction est impaire et discontinue : a, = 0 et b, — > Si a — —b la fonction est 
paire et continue : b, = 0 et a, = _ 


FD Les coefficients de la série de Fourier de g sont 


_@—b)[1-(-1)»] 


a=(a+b) 5 a=ù à 


TT n 
l @—b) = H—-(-11., 
80) = @+b)— —— > ——— sin not 
ED On a g(r) — f'(t). Si f continue, alors a! = nwb, et b!, — —nwa, par dérivation de la série 


terme à terme. Cette dernière relation pour b! est ici bien vérifiée ; cela ne marche pas pour a! 
car f est discontinue (si a  —b). En revanche 


T2 


—T/2 —T/2 


2 T/2 2 0 
= + | f'(0) cos (nwt) dt — T f() cos Got)77 +no | fe) sin (not) dt 


2 Lf ((r/2)) ri ((-r/2)")] cos (n&T /2) + noob, = noob, +(a+b)}(—-1)" = 0 


| 2 : _—  : T 
on vérifie a! = n@by — T7 cos(nwto) où © est le saut à la discontinuité en fo — k=. 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 
Vérifier que le comportement asymptotique des coefficients est compatible avec les propriétés 
de continuité de la fonction et de ses dérivées. C’est un bon test des calculs ; dans la question 


ED on a un exemple de série qui n’est pas dérivable terme à terme ; cela est à mettre en regard 
avec la non-convergence uniforme sur une période. 


1.6 Onutilise 


— at 


eee e , 
Je ‘sin(bt)dt — PR) [—a sin(bt) — b cos(bt)] 
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et 


—at 


| e% cos(bt)dt = 2 [bsin(bt) — a cos(br)] 
a? + b? 


pour calculer les coefficients de Fourier. On obtient 


ne 


1 Il 
HS tES— S_[1- (1e 7] ns COS nt 


n=] 


La fonction f est continue donc S(f) = f  Vft. En particulier 


—aT 24 - n —aT I 
TOR Ne Jet (Eu 
_— —aT Li D, Aa 2a - (V2, —aT hs 
fn) = efT=—(-e je 2 SU --— 
= (1) | 
7 
I —aT 2a —4T 
fr = mi (6 JR Ti 
—aT 1 — ar 2a —aT 
e — Us )+—[T-e T] 
On en déduit 
T 1 T 1 
TD 


Li = © © —— © 
7 Dasinh(ra) 24? 2atanh(ra)  2a? 


: 1 1 
D’après les notations de l’énoncé Si, — nn. Ti et S> — + T; ; on a donc 
a a 


T 1 T 1 
RS | — 
2asinh(ra)  2a? 2atanh(ra)  2a2 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La valeur de la somme d’une série de Fourier en un point est donnée par le théorème de 
Dirichlet. Si la fonction est continue elle coïncide avec sa série de Fourier Vf. Les séries de 
Fourier fournissent un moyen efficace pour calculer la somme de séries numériques. 


Si 


1.7 La fonction est impaire donc a, — 0 et 


1 f7 1 és 
D, = = sin(wof) sin(nt)dt — 57 [cos (n — wp)t — cos(n + wo)t]dt 
T7 TJ _7r 
2sin(wo7) n(—1)}" 2 sin(@pT) <= n | 
= 25 ne D = 21 Dre 
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Corrigés des exercices 


Si &p — 1 alors sin(wpyT) — 0 et tous les coefficients s’annulent sauf b; qui vaut 


—7 si 
——— ne] ” 


© — 1 


Ce résultat est cohérent puisque la série de Fourier se réduit au seul terme sin f qui n’est autre que 
la fonction f(f). 


1.8 Le second membre de l’équation correspond à la fonction f de l’exercice 1.5 MD avec 
a = —letb — 1. On en déduit : 


LT. 4 cos[(2k+1)r] 


Comme le second membre est une fonction paire et 27 périodique et que l’équation préserve la 
parité (dérivées d’ordre 0 et 2), on cherche une solution sous la forme d’une fonction paire et 27 
périodique : y — ap/2+ ÿ an Cos(nt). En injectant dans l’équation différentielle 


n 


y"—4y = —4(a/2) + ÿ (n° — 4) a, cos(nt) 
Tr 3 cos [(2k + 1)r] 
2 7 Gk+1) 
Par identification on obtient 
ad = —-— ax=0 D | 


4 7 (2k + 1) [(2k + 1) +4] 
LA 4e cos [(2k + 1)f] 
8 


»C) 7 £ — (2k +1) [(2k + 19° +4] 


Remarquons que la série obtenue est bien deux fois dérivable puisque les coefficients de la série 
dérivée deux fois terme à terme se comportent encore en PT qui est le terme général d’une 
série absolument convergente. CE 

Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La solution de l’équation est obtenue sous la forme d’une série rapidement convergente 


(an © —7) donc facilement calculable numériquement. 
n 


1.9 Pour avoir une série de sinus on construit un motif entre —L et L qui coïncide avec la 
fonction f sur (0, L) et avec — f sur (—L, 0); on prolonge cette fonction impaire par périodicité 
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de période 2L. La série de Fourier de la fonction g ainsi obtenue ne comprendra donc que des 
: + : : à 
termes en sn). Le coefficient de Fourier est donné par 


ct | 2. 7 | à f£ | 
by = CL) Î. g(x) sin (nr>) dx — 2 g(x) sin (nr) dx = = f(x) sin (nr>) dx 


Pour avoir une série de cosinus il faut construire un motif pair. 
. Série de Fourier cosinus de sinf sur [0, 7]: 


Il 


sinf — ao/2+3 a cos 2nt avec 4, — | sin f cos 2nt dt — PR 
- ms 


n>1 


- Série de Fourier sinus de coshf sur ]0, 1! : 


1 
coshf — Sp, sinnTt avec b, — 2 | coshf sinnTt dt = 27 [1 — (—1) cosh(1)] 
0 


_ n27? +1 
. Série de Fourier cosinus de coshf sur ]0, If : 
| (-1y 
coshf — a/2 + ÿ dy COSnTT avec ay = 2 coshf cos nt dt = 2 snh(l) 
0 


n>1 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Une fonction peut être représentée sur un intervalle soit par une série de Fourier complète, soit 
par une série de sinus, soit par une série de cosinus. 


1.10 XD On utilise la relation fonctionnelle : TO) = ae (—) — - _/T, 
TO (1/3 T(2)T (1/2) / (—1/2 
Détahioi doter s 50, = OC) TOP ES0) 
2 T (3/2) 1/27 (1/2) 


De nouveau on utilise la relation fonctionnelle : 


1 1 3 IN. 1. _Cr=-DCr-3)..0) 
lG+ 3) — (n-;) (n-5) (5) D 
2n! . 
THON 20) HN 


1 
Pour calculer ['(—n + 5) on utilise la formule des compléments : 


D D, 1, De CD Vr (n € N°) 


1 1 
Tan + 5) + 5) Dee [ré + 5) (2n)! 
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Corrigés des exercices 


BP On effectue un changement de variable dans J, 


D — [: fe“ Intdt — = Eau no 
2 = 0 u 8 . Vu 
Lu n+l n+l 
— [” —nar 
ar (ER) ve Eÿ 
[Tr 1 
Jo — …_ — [y +]In(da)] Ji = ——1[7y+1n(a)] 
a 2a 
1.11 D On fait le changement de variable u — Bt. On obtient 
F(a +1) 
De Bar 
FD On fait le changement de variable u — V1 + b?. On obtient 
L 2_p2 2 T 
»= | e UM —boqu = eV ,/]—Erfc (ba 
b v=u\/a a ( ) 
ED On identifie Z3 à la première représentation intégrale de la fonction B : 
2 
1 1 1 
=BG:5=|r(S)l =7 
12 2 
b b° 
FD On utilise l'identité : at? + 2bt + c = a(t + —) + c — — 
a a 
2 De b\2 2 1 1: 2 
Lx) = e7*/a [l CR | e" du 
x u=(t+)/a Va (x va+4) 
1 / b 
—= 0 TErfc (Z + xva) 
D On identifie Z; à la deuxième représentation intégrale de la fonction B : 
. . = 7/2 
Li — in 0) 0) * d0 — 2B © ) = —— 
* Î CROP Fo us — cos(ra/2) 


TD Le cosinus intégral se comporte comme Inx pour x + 0 et il décroît exponentiellement 


t 
à l'infini. L'intégrale existe donc. On intègre par parties : u — Ci(t) — u' — = ). 
1 
v' = cos(pt) — v — — sin(pf) 
P 
l mr u 1 [si + 1)]+si =. Jÿ 
16 = — sin(pt) Ci) | —— | sin(pt) = LES | SORpR DEEE IP 
P 0 0 2p t 


29 


Chapitre 1 - Outils mathématiques de base 


OO ,: t O0 ,: t 
On rappelle | gr ni — | ne PP? = r sign(a). Donc 
0 t 2 0 t 2 


T'p2 T 

= [sign(p + 1) + sign(p — 1) +— pour p < —1 
4p 2p 

— Opour |p| <1 


T 
= —— pour p > | 
2p 


Pi rp = +l 
= a PO p= TE 


Cette fonction de p est représentée sur la figure 1.1. 


Figure 1.1 intégrale 16 


On fait le changement de variable u = a (ft + b); il vient 


OO e"+ab 
L = | du = eŸE,(ab) 
ab u 


D On fait le changement de variable u = a (ft + b) ; il vient 
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a(B+b) e" 
18 = e? ÿ du 
a(a+b) u 


Pour relier cette intégrale à une exponentielle intégrale 1l faut discuter du signe des bornes, 
sachant que la condition —b & [a,b] implique qu’elles sont toutes les deux de même signe 
(sinon u = 0 serait dans l’intervalle et l’intégrale serait divergente). 

Si0<a(a+b) <a(B+b)& —b < a < B alors 


= ef Eure (fe Cu fr Tu) 
gs — e u =e u — u 
a(a+b)  U a(a+b) U a(B+b) U 


eŸ {En la(a + b)] — Ei [a(B + b)}} 


Sia(a+b) < a(B+b) <0& a < B < —b on ne peut plus utiliser la relation de Chasles 
avec +00 car 4 = 0 serait dans l’intervalle ; on commence par faire un changement de variable 
pour se ramener à des bornes positives : 


: a(B+b) ,—u : —a(B+b) qu 
L = 6° : du =" € | —du 
a(a+b) u HR U —a(a+b) u 
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Corrigés des exercices 


Maintenant, à cause du e", on utilise la relation de Chasles avec —c pour assurer la conver- 
gence à l’infini. Ce faisant on introduit une divergence en 4 — 0 ; mais comme l’intégrale de 
départ est convergente on peut aussi la prendre en partie principale et on se ramène alors à la 


fonction E; : 
—a(a+b) e! —a(B+b) e" 
A us Pr | du PP | di 
2 u . u 


= CÔ{E; [ala+b[] — E [a|8+bi]} 


ED On fait le changement de variable u — Int ; il vient 


OO d OO 
re | ru ce | Vu 
0 U v—2u Jo eu 
di 3 
_ | Vue” “du =T G) = Tr 
À 2) 2 


ED On fait le changement de variable 4 = a(t + b); il vient 


% sin(u — ab) % sin u cos ab — sin ab cosu 
TR — du = ———— 
ab u ab u 


du 


cos(ab) (> _ Si(ab)) + sin(ab) Ci(ab) 


ED On fait le changement de variable u = 1°" ; il vient 


On reconnaît la troisième représentation intégrale de la fonction B : 


1 1 1 1 
Ii=siS is) 


TT 
= TT GeEN 
non Con Cnam on 


EP) On fait le changement de variable u = 1?/9 ; il vient 


1 1 
3 81 
no 324 2 9/2 3 + 1 9/2 4/2 
12 | ° ( u) D. 5 A u)/"u du 
81 _ 5 1 243 
— — B RE  — —— 
2 one 67 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Cet exercice met en évidence la diversité d'utilisation de ces fonctions définies par des inté- 
grales qui doivent désormais faire partie de la panoplie des fonctions usuelles au même titre 
que le sinus, l’exponentielle ou le logarithme. 
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1.12 HDa)Ona 
CO 1 
PP [l IL ( — #)IL(t)dt" = [l Il, (t — r')dt! 
= 


avec nn 
IL(t—+#) — 1 pourt—-1<f <t+1 
— (0 sinon 

Donc 
t+I1<-1Ur-1>1 ef >2 
—l<t+1<I1 & —-2<1<0 
=éreft<i 0e r-9 

Finalement 


F0) = @— [tu — |) = 2120) 


On peut utiliser une méthode graphique : I,(f’) est un créneau fixe centré en f#” = Oet 
Il,(t — #”) un créneau « mobile » centré en f/ = f. L'intégrale de convolution représente 
l’aire du recouvrement des deux créneaux que l’on évalue en faisant varier f. 


b) Le calcul de l’intégrale ou la méthode graphique conduisent au résultat : 


FO =1IBL( +210) = 0 t< 3 
= 56 +3ÿ cr el 
= JS reti 
= 65 Les 


= 0 F2 


c) Explicitons l’intégrale de convolution : 


(x g() / fG—r)g(r)dt" = / sin(t — £)(a — |f’|)dt' 


—4 


0 a 
— [l sine #a + rt + | sin(t — t’)(a — t')dt' 
0 


— da 


— 2(1 —-cosa)sint 
où le résultat s’obtient en intégrant par parties. 


32 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés des exercices 


d) Ces fonctions sont causales ; leur produit de convolution s’écrit donc 


RO RO=ETE SE JC" 1 ,—( 1) rb le l'dt' 


u(t)e”! pb y! 10 1h Li 
_ Gr dé = —————  ) (lv) v7 "du 
_ F(a)T(b) 0 vt'/t Ta) (b) Jo 
L'intégrale sie apparaît dans l’expression ci-dessus n’est autre qu’une fonction 
b 
B(a,b) = Te En remplaçant on obtient : 
À = a+b—1 e = f, 
RO RO = Ts u(E) = faxn (0) 
P En utilisant la propriété de 6” on a : 
HOEOE Î. fGE—r)8(E)dt = (—1)" Le per) = 
t!=0 


ED Produit de convolution de gaussiennes. 
a) On utilise l’identité :— at? + Bt = —a(t + B/2a) + B°/4a 


OO OO OO d 
| e +8 tp — | er et+B/2a) 67/44 y _ eB/4a [l "ai 
—00 —00 u=/a(1+B/2a) —00 va 


PT LU F° 
. = P (Ê 
b) Utilisons ce résultat pour évaluer l’intégrale de convolution de deux gaussiennes : 


Il LS 1,2 2 72 2 
Ja (t) * fo (t) | et Ÿ 2e 112 qe 


27ab 


De [ ST À 1 2H; 
= = & eh — = | di 
2rab° o 2 2h )| P \ 2 


| 1 1 + b? 
Cette intégrale est de la forme de celle de la question ED a) avec a — Ce + 7) = HT 


et B = 1/a°. On a donc 


fO+f@ = _—_ Hi Fa L 
2 b?r? 
12 
Vars rs] - 000 
où (a, b) = 4/(a? +b?). 
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c) On a donc Fe () = f,,5 ; à l’aide du résultat de la question précédente on calcule 


fa = fe + fa LA de À GS = fav 


2, 


1 
0 ee 
av27n p( na) 


On vérifie que fi" (1) = fax) = 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 
Les intégrales de convolution sont souvent difficiles à calculer ; on verra aux chapitres 2 et 3 
des méthodes plus efficaces que le calcul direct. Si les fonctions impliquées ont des formes 
simples — créneaux, triangles — la méthode graphique est efficace. 


Corrigésdesproblèmes 


Problème 1.1 
. : x ee : 
On cherche une solution de la forme u(x,t) = >» b(t) nue ; en effet, cette série en sinus 
n>1 
satisfait automatiquement la condition aux bords. En supposant la série dérivable deux fois on 
obtient 


> {ou + (TE) a + à mt) sin(nr—) 


n>1 


I 
(æ 


bit) + IT) «+4 LU) = Desbb= Re Pre) 


= À CF) sin(nr = 
t B; î 
u(x,t) e >» e sn h 
n>1 
Pour déterminer la suite de constantes arbitraires { B, } on utilise la condition initiale qui devient 
+ 
u(x,0)= Ÿ sin(nrT)= x(—x) x € [0,/] 
n>1 
Les B, apparaissent donc comme étant les coefficients de Fourier sinus sur [0,7] de la fonction 
x(I — x). Donc 
2 421—(-1) 
b = :/ x(l — x)sin (nr) x = À 
l 0 l TT n 


Finalement 


4/2 l={1)7 _. 
a D = De 8 DT 6 sin D) 
n>1 


On vérifie que la série est dérivable deux fois par rapport à x. 
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Corrigés des problèmes 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La périodicité de la condition aux bords u(0,r) — u(l,t) — 0 suggère de chercher la 
solution sous la forme d’une série de Fourier. La valeur zéro de la fonction en x = 0 et 
x = l conduit à une série de sinus qui va automatiquement implémenter la condition. 


Problème 1.2 


On note f, la fonction de période 1 qui coïncide avec B, sur ]0, 1[ et S, — Sr(f,) la série de 
Fourier de cette fonction. On notera {ay (n)} et {b4 (n)} les suites de coefficients de Fourier de 
cette série. 


HD On remarque que la fonction f est impaire, donc 


dk (1) = 0 
- 1. l 
bg(1) = 2} (x —-)sin(27kx)dx = —-— 
La série s'exprime donc 
1 sin(27kx) 
s,=-1 5 
Fi 


D Calculons le coefficient de Fourier ao (n) de f, : 
1 1 
pour n > l ao(n) = 2 | B,(x)dx = 2 | B' 4 (x)dx = 2[B,:1(1) — B41(0)] = 0 
0 0 
ED Calculons les autres coefficients de Fourier de f, : 


1 1 
pourn >22: a(n—1) — 2 | B,-;(x)cos(2kTx)dx = 2 | B'(x) cos(2krx)dx 
0 0 


1 
2 B,(x) cos(2kmx)|, + 2k7 x 2 | B, (x) sin(2krx)dx 
0 
— 2krb}(n) 
1 
— by(n) —= D era — 1) 


On montre de même que 


1 
ag(n) — PAU on 1) n > 2 


On en déduit que pour tout k > 1 


1 \2 2 
> a(n) = — ) a(n —2) bin) = — ) bn —-2) n>3 
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On a des relations de récurrence par pas de deux entre les séries de coefficients. Ces relations 
sont initialisées par 


RE mes 


Tk 
l Il 1 : 
a (2) = 0 }= Sn bx(2) = Sn 4 = 
Donc pour tout n impair la série des ax . est nulle ; de même pour tout n pair la série des b;(n) 
est nulle. Les autres coefficients s’obtiennent en résolvant les relations de récurrence, ce qui 
donne 


_ 2-1 1 2-1} 1 
Finalement 
_ 21) cos(27Kkx) =D" sin(27kx) 
S2p (X) = (27)? 2_ k2P et S2p+1 (x) — Qrpr+t 2 ET 2H 


D Pour n > 2 les fonctions f, sont continues du fait de la condition B,(1) = B,(0). Donc 
fn(x) = Safx) = B;fx) Vx € [0,1]. En particulier S,(0) = B,(0). Pour ñn = 2p on peut en 
déduire la valeur des fonctions Z de Riemann © (2p) : 


l l +1 2 
SQp) =D 55 = 5-10" @n)? B2, 0) 
k>1 
> ; - . LL, 1! 1 
Grâce aux relations de récurrence entre les polynômes on trouve B;,(x) — 5% — 5% + D : 
A ES LS EE 0 (0) dé (4) m 
X)—===X" — — = — 1 — —, + — 
ND D 2 0 : 6 90 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Les séries de Fourier fournissent ici un moyen de calculer la valeur de la fonction £ de 
Riemann pour des valeurs entières paires de la variable. 


Problème 1.3 
HD On va établir une représentation intégrale pour la somme partielle de Fourier. 
a) Exprimons la combinaison 
T T 


1 1 
cos(nt)— fG') cos nt'dt' + sin(nt)— f@')sinnt'dt 


_T —T 


An COS(At) + b, Sin(nt) 


= 2 f() cos(n(t” — 1))dt' 
T =7T. 
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Corrigés des problèmes 


b) On en déduit que 


N 7 


N 
SnG) = a0/2+ Na, cos(nt) + b, sin(nt) = : [l fa) É +S_ cosn(# — ) dt’ 
LA n=1 


n=0 a 
= fe) See dt’ 
LS EE 2 = 


On peut calculer explicitement la somme de cosinus en remarquant : 


. — Re Se —— —= = h 
— sr. CT | 4 sin°(à) 
__ Cos(Nu) — cos [(N + Lu] — cos(u)+ 1 
_ 2sin(%)sin[(N+hu]+2sin(#) 1 h 1 sin [(N + Du] 
4sin/(#) 2 2  sin(#) 


En reportant dans l’équation ci-dessus on en déduit l’expression pour la somme partielle 


Sy(t) : 
sin [(N +3) —t)] 


sin |3( —t)] 


D Appliquons cette représentation de la somme partielle à la fonction créneau 27-périodique 
impaire. 


1 T 
SytE) = — fa) | 


a) Sa série de fourier n’a que des termes en sinus avec 


1 0 T 2 1 _ | n 
Di -/ sin(nt )dt +] sn} = a 
F _ 0 T n 


sin(2k + 1)f 


4 
Onadonc fH)=— D a 


k>0 
b) En utilisant le résultat de la question D bhonapourt E ]-7,T| 


1 0 sin [(N+1)( —# F sin [(N+1)(r —# 
Sn) = — - | ME) ; 2X ) dt’ + | sin [OV + 3%" — D] - 2X ) dt 
27 _m Sinfs@—5#)] 0 sin [3(r —t)] 
On pose u = { — t” dans la première intégrale et uw = t” — 1 dans la seconde : 
1 7# Sin(N + Du 7 sin(N + Lu 
27 t sin zu L; sin zu 
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Pour ft € [0, 7] les intervalles [—f, 7 — 1] et [f, 7 +1] se recouvrent sur [f,7 — ft]; sur cet 
intervalle la différence des deux intégrales s’annule ; il ne reste que 


l [ sin [(N + ul ; l [” sin [(N + Du ”. 


so = 27 sin (+u) 2m), sin (3u) 


c) On regarde le voisinage de { — 0 ; en posant f — € les deux intégrales sont de la forme : 
a+E€ 
| g(t)dt = 2eg(a) + o(€) 


sin [CN + Lt] 
sin (31 
première a = 0 et g(0) = 2N + 1. Donc dans la limite où N — © la première intégrale est 


Où g(f) — . Dans la seconde intégrale a = 7 et g(r) — (—1)" ; dans la 


dominante. Si on pose m = N + 5’ v = mu on obtient 


1 mt : 
Sy) = — | dv 
: nI 


Tm sin (SE ) 


1 sinmt 

ñ sin (1/2) 

t <ty, sin(t/2) reste petit positif ; la dérivée est donc positive pour £ < ty. On a bien un 

maximum de Sy. . 

On calcule Sy(ty = w/m); pour m = N > lona 2 <& 1 puisque v € (0,7); donc 
m 


U U 
inf(—}) = — d’où 
de (x) Es 


d) Pour obtenir le maximum : S,(f) — qui s’annule mt = 7 — ty = 7/m pour 


mac” à [TéME 
sp 2 J' né 


2. 2 
On a SV = —Si(r) © 1.18. Le fait remarquable est que cette valeur ne dépend pas de N. 
Quand N croît, ce premier maximum garde toujours la même valeur tandis que sa position 
T 
lu = N se rapproche de zéro. 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Le phénomène de Gibbs traduit la convergence non uniforme de la série au voisinage d’une 
discontinuité. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 1.4 
ED En utilisant les propriétés de la fonction [on a 


1 1 1 1 
| Inl'()dt — | nf — #r')dt" — = {| In (dt +] nf — oui} 
0 PE 2 | Jo 0 


li * 1. f* T 1 A LE 
| In [F()TG — #)] a=; | In ——| d=;mr-; | In (sin rt) dt 


1 1 
— DES ne Ver 


D Soit 


x+1 
FG)= / Inf(t)dt x 2>0 
a) On a pour, x > 0 


F(x +1) 


To) = Inx 


F'(x) = In Lx +1) —Inl(@x) = In 


b) On en déduit pour x > 0 
F(x) = xiInx -x+cC 


1 
On prolonge pour x — 0 : F(0) — | InT(t)dt = In V27 = C = 
0 


F(x)=xInx-x+Inv27 pour x >0 


ED Utilisons la formule des trapèzes pour F(x) 


fl 
[in (x +1)+1nl(x)] — D L m6) avec 0 € ]x,x +I[ 
x—0 


NI 


x+1 
F&)= | In l'(t)dt — 


Pour x grand 


7 
12 dx? = 1 


- Il 
On en déduit pour x grand 
FG) = 3 [FG + DO] +00 = 
On peut écrire 


= In (x +1) -In4x 


in [TG + DTG)] = =in ru : D?) 
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En remplaçant dans l’expression ci-dessus 
1 
In Lx +1) =xInx — x +1n V27 +1n x +0o(-) 
x 


on obtient que pour x grand (avec e0/9 21 +0(1 /x)) 
T(x +1) = V2rx"*//2e [1 + o(1/x)] 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Cette démonstration de la formule de Stirling utilise largement les propriétés de la fonction 
Gamma. La formule de Stirling est plus connue comme approximation de la factorielle. 
En effet si on l’applique pour x = n € N: 


Tn+l)=n= V2rn"*te" 


Pour n = 5 on a 5! — 120 tandis que la formule de Stirling donne 118, soit moins que 2 % 
d’erreur. 
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TRANSFORMATION 
DE FOURIER 


RAPPELS DE COURS 


a) Définitions 
Étant donnée f@) : R—C; sa transformée de Fourier F(v) est une fonction complexe de la 
variable réelle v, définie par : 


F:R — € 
+00 
v — F(r) = L é 7 /G)adi 


— OO 


On note F — F{f} ou encore (notation usuelle) F (v) = F { f (t)}. En physique la fonction 
F(v) est appelée spectre de fréquence du signal f(f). 


Condition suffisante d'existence : Si f € L' alors sa transformée de Fourier F — F{ f} existe ; 
de plus F est bornée, continue et | Him F(v) = 0. 


v|— co 


b) Transformée inverse 


S1 une fonction F() est bornée, continue et lim F(v) = 0 alors la fonction f définie par 


[pl — co 
+T 
t— f@)= lim e FT (y) du 


—+ +00 TT 


est telle que F { f (t)} = F(v). On note f = F7! {F}ouencore f (1) = FT! {F(v)}. 


Remarque 

Deux fonctions égales presque partout ont même transformée de Fourier. 
c) Différentes définitions de la transformation de Fourier 
Définition 


En fréquence fo [l eiT" F(v) dv 


— CO 


En pulsation eo f(r) dt fE) = _ . L el F(@) do 
ef) dt | FO) = 10° F(&) do 


Symétrique en pulsation | F(w) — 


1 OO 
nr — e 
V2T |. 


1 OO 
a — e 
V2T |. 
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d) Transformation des fonctions de £?. Formule de Plancherel 
et de Parseval 


Si f € L?, : alors F = F { f} est définie par 


+T 
F(v)= lim & 1 fG)di 


—+ +00 _T 


(on remarque que l'intégrale est prise en partie principale à l’infini). Alors F € £?. 


De plus, on a 


+00 


f() D dt = | FE) GG) dv 


— OO 


+00 


Formule de Plancherel | 


— OO 


+00 +00 
Formule de Parseval . AG de = [l |F(v)|? dv 


— OO — OO 


e) Propriétés de la transformation de Fourier 


RE ET UC 


Linéarité Décalage temporel ft=h) le *70F() 


Changement d’échelle Décalage fréquentiel er f(1) | F(v — vo) 


Symétries Dérivation/f ft) (iv) F(v) 


_] n 
Dérivation/v fe F6) (=) Fl(>) 

2iT 
Convolution fréquentielle | f(f)g(t) | F(v) x G(v) 


T (sinc (vT )} 


el 250 —_—— sinc (f) IL, (v) 


e “u(t) a>0 ao Ô(t — to) Gore 
a+2iTv 


Il 


RE a DC) Qirv)' 


Ir T sinc (vT) a O(2 — vo) 
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Énoncés des exercices 


T T 
La fonction IT- est la fonction porte : Il7(f) = u(t + 5) — u(t — 5) ; la fonction Ar est la 


A 
fonction triangle : Ar(t) — a ue 1 
sin(Tf) 


); La fonction sinc est la fonction sinus cardinal : 


t — sinc (f) — 


TI 


Lecture inversée de la table. Si F(v) = F{f(t)tet F € L', alors: F{F(t)} = f(-v)et 
FF} = F1). 


ÉNONCÉS DES EXERCICES 


2.1 Transformées de Fourier 


Déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes : 


Il 2 
F4 = _— 2 2 —at?+bt 
D eu) 2) PERS PRE a <b ED € a >0 
1 
ED Aro D 54) = a pour € | -T/2,0| D fO=— 
= —a pour t € |0,T/2| 
= 0 sinon 


Établir un lien entre le ED etle E. 


2.2 Calcul d’intégrales 
ED Déterminer pour a > 0 la transformée de Fourier de f(r) = el et g(r) = e“u(r)-e"u(—r) ; 


FD En déduire la valeur des intégrales 


% cos wf % {sin ot 
ne sd dt 
0 (+ 0 (+ 


2.3 Transformée de Fourier des fonctions à décroissance rapide 


Une fonction est à décroissance rapide si elle est C® et si : 
Vii,p)EN lim |” ()]=0 
(00 
L'ensemble de ces fonctions forme un espace vectoriel noté S. 


Montrer que la transformée de Fourier d’une fonction à décroissance rapide est une fonction à 
décroissance rapide. 
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2.4 Produits de convolution 


Calculer les produits de convolution f * g : 


1 1 
D ;( = a 


#2 + b? 
D fo=e" a>0 gt)=e " b>0 
D fo=te" IL 
2.5 Transformée de Fourier et distributions 


HD Déterminer la transformée de Fourier de la fonction ci-dessous (figure 2.1) de deux façons 
différentes : 


a) par un calcul direct de l’intégral de Fourier de la fonction ; 
b) en calculant la transformée de la dérivée seconde de la fonction au sens des distributions. 


JO) 


Figure 2.1 —T TH Tr T 


D Mettre F (v) sous la forme F (v) = 7T,,sinc(r,,v)sinc(rr) où 7, s'exprime en fonction de T et 
Tr et en déduire que f(f) peut s’écrire sous la forme d’un produit de convolution. 


2.6 Transformée de Fourier cosinus 


On définit la transformée de Fourier-cosinus d’une fonction f de Le (l’espace vectoriel des fonc- 
OO 


tions de carré sommable sur R°) par F4 { f()} = | fG)cos(2rvt)dt. 

0 
S1 deux fonctions f et g de Le ont pour transformée de Fourier-cosinus F;(v) et G,(v) respecti- 
vement, on a la relation de Plancherel 


| | fs = 4 | | AC)G dr 
0 0 


D Calculer la transformée de Fourier-cosinus de f(r) = e ‘u(t). 


BD On veut calculer l'intégrale 
I(x) = | t"—l'cost dt 
0 


où x € 0, If. À l’aide de la transformée de Fourier-cosinus de #7! et du résultat de la ques- 
tion 1, déterminer Z(x). 
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Énoncés des problèmes 


2.7 Résolution d'équations différentielles 


HD À l’aide de la transformation de Fourier trouver une solution particulière de l’équation diffé- 
rentielle : 
y” +2mty" +47y = 0 


FD On cherche À € R et y € £L? qui satisfassent l’équation 


y"+aë(t)y = Ày 
y(0) — 1 


où Ô est la distribution de Dirac et a un paramètre réel positif donné. On note Y — F{y} la 
transformée de Fourier de y. On rappelle que si y € £? alors F {y} € £L?. 
a) Déterminer Y(), transformée de Fourier de y(f). 


b) En déduire que le problème n’a de solution acceptable que si À > 0. 
c) Déterminer y(f) et À. 
d) Vérifier que la fonction obtenue satisfait bien l’équation différentielle. 
2.8 Équation intégrale 
Trouver la fonction y qui satisfait 
| 
_o 4x —-u} +1 x2+2x +2 
2.9 Équation de la chaleur 


Trouver la solution de l’équation de la chaleur pour un fil infini : 


zx, f) = OZ(x, ft) 


= — = t 
D? du 
avec la condition initiale z(x, 0) — exp(—x?/x$) 
ENONCES DES PROBLEMES 
Problème 2.1 Problème de potentiel 
ee ®V  ®V 
On cherche à déterminer le potentiel V(x, y) solution de l’équation de Laplace Era + a = (0 


pour x > 0, y > 0 et satisfaisant les conditions aux bords : 


VG;y=0) = f@) 
V(x = 0, y) 0 
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D 


où f est une fonction connue (voir figure 2.2). On va résoudre 
ce problème en utilisant la transformée de Fourier-sinus. On 


définit : 


V(v, y) = | V(x, y) sin2rvx)dx à D) 
0 S , 
On peut alors montrer que à 
V(x, y) =4 | V'(v, y)sin(27vx) dv ere 
Figure 2.2 


ED Déterminer et résoudre l’équation satisfaite par V (on supposera que les dérivations sous le 
signe somme sont légitimes). 


FD En imposant que Ÿ reste bornée pour (v > 0,y > 0) et en utilisant la condition au bord 


inférieur montrer que . . 
VO, y) = f(w)exp(—27vy) 


où f est la transformée de Fourier-sinus de f. 


ED En déduire que 


1 
V | dN 
ps fre rl di 
ED Déterminer V(x, y) dans le cas où f(x) = Vo = c“*. 


Problème 2.2 Filtres linéaires 


L'action d’un filtre linéaire peut être représentée par un produit de convolution : le signal de sortie s 
résulte de la convolution du signal d’entrée e avec la réponse impulsionnelle h caractéristique du 
filtre : 


OO 


s = Pre) = hxe — s(t) — 1 h{t — Tje(r) dr 


— OO 


Le gain complexe est la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle G(v) = F {h (r)}. 


Le filtre « retard » a pour action de décaler le signal d’entrée d’une durée fo : 
e(t) — s(t)=e(t —to) to > 0 
ED Déterminer le gain complexe puis la réponse impulsionnelle de ce filtre. 
FD On réalise une approximation du filtre retard par le filtre de gain complexe 
G(p)=e #7" II, (v) 


où IT, est la fonction porte. Quelle est la réponse impulsionnelle de ce filtre ? 
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Énoncés des problèmes 


D On envoie dans le filtre de la question F2 la fonction porte IT,(1) (on prendra 0 < 7 < to). 
a) Montrer que le signal de sortie est de la forme 


y() = = {sitroû Un D) _ Si[ro(t — t) — D} 


: sin 4 ; , | 
Où Si(t) — | —— du est la fonction sinus intégral. 
0 U 


b) Étudier le signal obtenu dans la limite o& — ©. Que conclure? (On rappelle que 
Si(+00) — LS). 


Problème 2.3 Théorème de Shannon 


Soit f une fonction à bande limitée c’est-à-dire telle que sa transformée de Fourier F(v) est à 
support borné. On suppose que ce support est l’intervalle [20 /2, vo/ 2] s 


F(v)=0 pour |v| > vo/2 


On suppose de plus que f € £L'N £?. 
On désigne par G(v) la fonction définie par 


G(v) = F(v) pour |v|< v0o/2 
G(») périodique de période 7 


ED Écrire le développement en série de Fourier complexe de G. Montrer que ses coefficients de 


à , 2 ; l 
Fourier sont reliés à des valeurs particulières de la fonction f (on posera T5 = —). 
vo 


D En déduire que 


sin Tvo(t — nîTo) 


FO = fo) vt 


nez, A vo(t — nTo) 
(On justifiera les éventuelles permutations d’intégrale et de sommation.) 


Ce résultat constitue le théorème de Shannon, qui montre qu’une fonction à spectre limité est 
complètement connue à partir d’un ensemble discret de ses valeurs (échantillon). 


ED À partir de : table de transformées de Fourier trouver la transformée de Fourier de 


sinf 
jo (2) 
t 
ED À partir des résultats précédents, établir l'identité : 


OO 


Il 


tÉRS n eZ 
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Problème 2.4 Largeur temporelle et largeur spectrale 


Dans ce problème on va établir que l’étalement fréquentiel d’un signal est inversement propor- 
tionnel à son étalement temporel. 
Soit une fonction f : R — R ayant les propriétés suivantes : 


fer, tfel, f'el, Viif® 0 


OO 


|F(»)f dv. On définit l’étalement temporel de f 


Soit F=F{fhetE = [ roPar= | 


par _ 


Fe "tro ar 
0 2 |F(v)f d 
— E . V V 


[ | FO dt = 47° [ n° |F(v)° dv 


— OO — OO 


et son étalement spectral & par 


ED Montrer que 


FD En utilisant l'inégalité de Schwartz (voir ci-dessous) sur l'intégrale 


| tf@) dt 


établir que or > —. 
AT 


ED Calculer 7, o et la valeur du produit or pour la fonction f(r) = e”! F ai 


Rappel : L'inégalité de Schwartz : À € L?,Be L?, AB € L! 


2 ee CO 
<|f JA ar 1 BP ar 


Problème 2.5 Paquet d'ondes gaussien 


1 A(t)B(t)dt 


La notion de paquet d’ondes apparaît en physique dans divers contextes : en électromagnétisme 
et en mécanique quantique notamment. Il s’agit d’une superposition d’ondes planes pondérée par 
une fonction de la fréquence ou de la longueur d’onde. 


HD En électromagnétisme on définit 


px, 1) = = . g(o) eo 
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Du mal à démarrer ? 


où & est une fonction de w — k(w). Le paquet d’ondes apparaît donc comme la trans- 
formée de Fourier inverse (en pulsation) de g(w) ek@*, On prend pour fonction de poids 
g(@) = eu) /54 (fonction gaussienne, d’où le nom de paquet d’ondes gaussien). 
Déterminer la fonction #(x,f) du paquet d’ondes en milieu absorbant non dispersif : 
k — w/c+ik”où k” est constant positif et où c est une constante (vitesse de phase). On 
se restreint aux ondes progressives définies pour x > 0. 


FD En mécanique quantique on définit le paquet d’ondes gaussien relatif à une particule libre 


NU Re hr? 
ÿ(x,t) = (a) [l & 20 VERT DR ANT avec & = 


AT m 


OO 


a) Déterminer la fonction #(x, 0). Calculer | lY(x, 0) A4 


b) Déterminer la fonction #(x, t). Calculer [#(x, 1) puis ( lp (x, n° dx: 


Indication : On donne les résultats de la transformée de Fourier symétrique en pulsation (voir 
résumé de cours) : 


2 2 2250) : . 
“à {e” LL } — re "®/?; on admettra que ce résultat reste vrai pour r° € C si Re r° > 0 


F{e% F0} = F(@—w0) 


DU MAL À DÉMARRER ? 


2.1 Utiliser les tables ; ED et ED Utiliser la parité des fonctions à transformer ; ED Décomposer 
la fonction en partie réelle et partie imaginaire. 


2.2 Exprimer les fonctions f et g en termes de la fonction A(t) = e “u(r) puis utiliser les symé- 
tries de la transformation de Fourier. Pour BD, utiliser l'intégrale de Fourier inverse. 


2.3 Utiliser la transformée de D?) et celle de r"d. 

2.4 Utiliser la propriété de factorisation du produit de convolution par la transformation de Fourier. 
2.5 BD Utiliser la définition de la dérivée d’une fonction discontinue au sens des distributions. 
2.6 P Utiliser l’égalité de Parseval et les fonctions eulériennes. 

2-7 2) d) On dérivera y(f) « au sens des distributions ». 

2.8 Remarquer que l’intégrale est un produit de convolution. 


2.9 On prend la transformée de Fourier de l’équation par rapport à x : Z(k,t) = F,(z(x;t)). 
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Problème 2.1 L 
ED Dans l'expression de la transformée de Fourier inverse qui donne V(x, y) on remplacera f (v) 


OO 
par / f@)sin2rvx')dx' et on permutera l'intégration sur y avec celle sur x’. 
0 


Problème 2.2 
FD On peut calculer F7! {II,,} soit à partir de la table soit en calculant explicitement l’intégrale 
de Fourier. 


Problème 2.3 
ED Attention : la variable de la série de Fourier est une fréquence ; la période de la série, vo, a 


donc la dimension d’une fréquence. 
. 2 


Î 
ED On déduit de ED que la fonction (1) — > 


est à bande limitée et qu’on peut donc utiliser 
le théorème de Shannon. 


Problème 2.4 
ED Utiliser l’égalité de Parseval. 


Problème 2.5 
Dans les deux questions on peut utiliser la transformée de Fourier (en pulsation) des fonctions 
gaussiennes ou bien utiliser le résultat 


00 
20. UT nya 
| e + bx x — e? /4a 
a 


— OO 


valable pour a € R* et qu’on supposera prolongeable au cas a € C, Rea? > 0. 


Corrigés des exercices 


/ 
2.1 DD Onutilise F {1f(1)} = EF) : F {te u(r)} = _ ) = 
D On transforme la fonction et on utilise la propriété : F { f(t — t0)} = e 7"0F(y) 
f@ = SE 
t2+2at+b2  (t+a} +b2 — a? 
+ Fi a exp 27» V b? — a?| 
ED On a l'identité : —at? + bt — —a(t — b/2a) + b?/4a. En utilisant la propriété : 


F{f( — t0)} = e7 77" F(y) on obtient 


en) — a CD _ [T ob? /4a e-Tv/a e Tvb/a 
a 


50 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés des exercices 


ED Transformée du « triangle » : on utilise la parité 


T 1 ; : 
F {Ar)} 2 | (= +) cos (2rv1) dt = se 
0 


PP (27v) T 
: 2 
T 
T er) = T sinc? (vT) 
TVT 


in) On explicite l’intégrale de Fourier et on utilise l’imparité de la fonction fs(f) 


T2 Fi Tr 
FAJ)) —= Zia | sin (27vt) dt — F7 HS lies 
0 27 v 
+ 2 T 
: nn (mr?) 
TV 


Remarque : fs(1)| 17 = Ar = Es) ir = 2imvF {Ar}. 


Il à . : . 
D Remarquons que : —— # L' mais € L?; l'intégrale de Fourier doit donc être prise en partie 
principale à l'infini . 


Il t 1 il 1 1 
— = a — + Fa = Fit ri 
t+i P+l Pl =) tr) | {ra} 
—] ! 
ee _— (re-2rhi) ire VE Lime 27 [1 + sign (v)] 
2iT 


= —Dire 27lu(») 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Les propriétés de la transformation de Fourier utilisées de façon pertinente permettent d’élargir 
le champ d’application de la table des transformées des fonctions de base. 


2.2 D on définit A(t) — e “u(r); alors f(t) — ht) + h(—-r) et gt) — h(t) — h(-t); 
HU)= FAT —— : on en déduit 


2a 
F{f@)} = H(v)+H(-v)= dr 
—4diTva 
F{g(@)} = RS 


s1 


Chapitre 2 - Transformation de Fourier 


FD On utilise la transformée de Fourier inverse 


FX) — L A mg, _ LS ee 7, 7 2a ce) cos(sx) 
_ 42 +4m?v? t=2mv M J_X a2+12 7 D a+r 
OO 
cos(wf) T T 
> di) (4) 0 
| a? +1? 2a fa) 2a 
(x) — © _—dimva e2iTvx … _ia OL: = 24 1 tSin(fx) 
É E a? + 4T2v? ne T a? + 12 E T a? + 12 
_. ve ï 
OO . 
t Sin(wf) T 
A — dt = —g(o 
| a? +1? 2a £(&) 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La transformation de Fourier est utilisée ici pour évaluer simplement des intégrales dont le 
calcul direct fait appel à des méthodes plus élaborées (méthode du plan complexe, développée 
au chapitre 4). 


2.3 Si @ est à décroissance rapide elle est dans £L! et donc sa transformée de Fourier est définie 
continue bornée Vz et tend vers zéro à l'infini. C’est aussi le cas de #"@(?). Soit & (v) = F {d(r)} 


1 n : 
F {rpm} = (5) [Qirv)" # (| 


La fonction v? fl" doit être définie continue et tendre vers zéro à l'infini V(n, p) € N° ; # est donc 
à décroissance rapide. 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Ce résultat sera exploité au chapitre 5 pour définir la transformée de Fourier des distributions 
tempérées. 


2.4 Dans cet exercie on utilise F{f xg}=F{f} x F{g} 


D E nn : Me _ T e-2ralr| T e”27blrl 
2+a2 12+b? a b 


T e-2rarbn F5 FA +b) 1 


ab t1?+(a+b} 
D F{ese — br? ue e=Tv/a e ai 2 /b 
UT PDF T __4b 
| Te ‘ Te ( a+b 
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Corrigés des exercices 


2 —1 d 2 1] à e2iTr … e 2i7v 
es BO} = Te fe) 2sinc() = (ame | — 
B 7 : FE 2ir dv à an PA qe 2iTv 
Re 1 —rv +2imr du à on 1 —r(t+1) I —m(t—1) 
| Se 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


On remarque que l’utilisation de la transformation de Fourier simplifie grandement l’éva- 
luation du produit de convolution par rapport au calcul direct de l’intégrale de convolution 
(effectuer ces calculs directs dans les trois cas ci-dessus). 


2.5 ED La fonction f(r) est paire et a pour équation pour { > 0 
fG) = Ilpourt E[0,T—-7] 


Il 

= —-(f-T) pour EIT —7.T] 
u 

= Opourt >T 


a) En utilisant la parité sa transformée de Fourier s’écrit 


T 
FAIG) =2/ ft) cos (2rvt) dt 
0 


T—7T 1 T 
2 {l cos (27 vt) dt — — [l ((—T)cos(2r7vt) 7) 
0 TIT-r 


sin(27v(T —7T)) 


La première intégrale donne . On intègre la deuxième par parties 


27Tv 
T T T 
27 vt 1 
| a) EE = J sin (2rvt) dt 
Tr 27v 7, 27v Jr , 

sin(27v(T —7T)) . cos (27 vT) — cos (27v(T — T)) 

TE —————— 5 —— — —— 

27 v (Tv) 


En regroupant on obtient 


cos (277 (T — T)) — cos (2TvT) 
272v27 


FLO 


b) Prenons la dérivée de f ; comme f est continue il n’y a pas de différence entre la dérivée au 
sens des fonctions et la dérivée au sens des distributions f’(f) est impaire et 


f'@) = OpourtEe[0,T —-7] 
1 
L _ pourt E[IT —T,T] 


= Opourt>T 
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Chapitre 2 - Transformation de Fourier 
Dérivons encore une fois, au sens des distributions (voir figure 2.3) c’est-à-dire en faisant 
apparaître à chaque discontinuité un ô de Dirac pondéré par le saut à la discontinuité : 


FO = LISE +T)- 84 +T 7-80 T+D+80-T) 


AU 


AU) 


Figure 2.3 


On en déduit immédiatement 


FLFUOY = 47 F{f(t)} = = mr _ QT) Ç—-DimT-T Le Se 
= £ [cos 27 vT) — cos (27 v(T — T))] 
Attention ! Pour en déduire F { f(t)} il faut résoudre 
AT F { f(t)} = : [cos (272T) — cos(27v(T — r))] 


au sens des distributions. La solution générale est 


2 cos (27vT) —cos(27v(T — T)) 
T —47?1? 


F{FO}= + aë(v) + B5(r) 


(voir exercice 1.4 ED). Comme f est une fonction de £? il en est de même de sa transformée 
de Fourier ; on a donc « = B = 0 et on a bien le même résultat qu’à ED. 


+ Dh 
FD On peut reécrire (en utilisant cos a — cos b = —2sin 2 sin “ 5 ) 
cos(27v(T — T))—cos(27vT)  sin(rrv(2T — T))sin(TvT) 
{ a — "À __  _]] ] 
FFO} 272v27 T2V?T 
sn(7v(2T — T))sin(ryT) SIN (TYTy) SIN(TVT) 
= QT = ——_— EE 7, ——_—_——— ——— 
mv(2T — 7) TVUT TVTy TUT 


Où Ty — (21 — Tr) représente la largeur du signal à m1-hauteur. On en déduit 


Fi, sin ro | =. | 
TUTy _ 1 
Fa fsn@vn] 1; TUE + 
TUT Fr 
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Corrigés des exercices 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


On a ici un exemple de l’efficacité de certains calculs quand ils sont menés au sens des distri- 
butions plutôt qu’au sens habituel des fonctions. Il faut cependant être attentif à effectuer tout 
le calcul au sens des distributions. BD permet d’établir que ce signal trapézoïdal est en fait le 
produit de convolution de deux fonctions porte dont les largeurs sont respectivement le temps 
de montée 7 et la largeur à mi-hauteur 7... 


2.6 ED Transformée de Fourier-cosinus de f(t) = e—‘u(t) : 


_ —t … —(1+2iTv) . 
P. {f (4)} — | e cos(27vt)dt — Re / Bot ‘dr = Amd 
FD On veut calculer l'intégrale Z(x) — | cost dt où x EJ0,1[. On a 
0 
Fi = 1 Tlcos(2mvthdt — ——] 
{ j Î Fo ds ) u—=27Tvt (Tv) @) 
D’après la formule de Plancherel 
D D 4] ———— | | ——— 1 d 
| . laser 1 
Éd 1 1 
r ER © — —— (À 
G) Le | Ar2+1Qm) 
1 | l © 
1 = =f —— — ———— d 
ET 4 1f Ar +1 Qrr) 
Calculons cette dernière intégrale : 
A 1 VU D ar: 1 1x 14% 
dv = — bn = RE 
| An +1 Cm) um 4m Jo 1+tu 4 2 2 
: 1 : 1 
_ 4sin(ml*)  4cos(?x) 


On en déduit finalement 
_ x—1 TT 
ICT 1" cost dt — cos(s x) T(x) 
0 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La transformée de Fourier-cosinus (sinus) à l’image des séries de Fourier-cosinus ou sinus per- 
met de résoudre des problèmes avec des conditions aux limites spécifiques (voir problème 2.1). 
Ici cette transformation est utilisée pour calculer une intégrale que l’on retrouvera au chapitre 4 
avec les méthodes du plan complexe. 


55 


Chapitre 2 - Transformation de Fourier 


2.7 ED Cherchons une solution particulière de l’équation différentielle en utilisant la transfor- 
mation de Fourier. 


y"+27ty +47y = 0 
Qirv) Y(v) — 27 [2irvY(v)l +47Y(v) = 0 
—2vY'()+(-277 +1)Y() = 0 

Cette dernière équation différentielle est linéaire sans second membre. La solution est 


GO) = Kve = y = Fr @}=K' (et) = K're re 


FD On cherche À € Ret y € L? qui satisfassent l’équation et la condition 


y"+aë()y = y 
y(O) — I 
a) On utilise y(1)ô(1) — y(0)ô(1) = ô(r) et on prend la transformée de Fourier de l’équation 
résultante 
4m wY(v)+a — ÀY(v) 
a 
M 77 


b) Comme Y(v) € £? on doit avoir À > 0 (sinon Y(v) aurait un pôle pour z réel). 
c) On prend la transformée de Fourier inverse en écrivant : 


Y(v) = a + y = Le VA 
NA DAS (2) 2VA 
yO) = 1= RE CE 
d) On vérifie 
ve) = EUR EL (pre lu 2) 
y) — . 6 /2u(r) + e"lu(n) Le a/25() — e%/25(—+) 
a 


= 5 je /u(e) + e%/u(n) 


où on a utilisé g(r)ô(r) = g(0)ô(r) et Ê(—1) = (1). 
à 


y") — T Leur + e%*/2u(—) = Le" /25() + e/26(1) 
_ a” —at/2 at /2 ô _… a” ô 
nr: Le u(t)+e (1) — aû(t) — 46) — aû(t) 


2 
y(r) = e7 11/2 satisfait donc y”(r) + aë(r) = TJ) — Ày(1) avec y(0) = 1. 
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Corrigés des exercices 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La transformée de Fourier permet de résoudre certaines équations différentielles. La méthode 
est toutefois limitée ; il se peut que l’équation transformée soit aussi compliquée voire plus 
que l’équation de départ, ou alors qu'aucune des solutions de l’équation de départ n’admette 
de transformée de Fourier. Quand l’équation fait intervenir des ô de Dirac, la transformation 
de Fourier est souvent indispensable. 


2.8 On remarque que 


Le _ 4) — du = y(x) * 


co x —u}?+1 4x2 +1 


Prenons la transformée de Fourier de l’équation 


1 1 
OF {TT ) =) 


1 T 
CT LT x 
rl) Fi 


1 EL 1 _ —27|v| 2imv 
ES À — "4 e 
x? +2x +2 GED FI 


| 1 1 
FO) = 2677 y) = = — 
AG PIS 


On à 


on obtient 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 
La transformation de Fourier est l’outil idéal pour résoudre ce genre d’équation. 


2.9 Equation de la chaleur pour un fil infini : 


Oz(x, t) _ y Oz(x, t) 


Sn ee t>0 ; z(x,0) = exp(—x?/x8) 
On prend la transformée de Fourier par rapport à x en définissant Z(k, 1) — | z@, De ik Gr. 
On obtient Ré 
. 2 2 OZ, 1) 
QiTk) Z(k,t) = À — > 0 


4 242 
= Z(k,1) = Zo(k)exp (- _. ) 
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où Zo(k) est la constante arbitraire d’intégration qui est en fait ici une fonction de k. Cette fonction 
est déterminée par la condition initiale 


ZU,0) =  Zo(k) = F {exp(-x?/x6)} = xo/7 exp(—7°x5k?) 
=  Z(k,t) = XxoV/7 exp Jr (x + )] 
____X0 3 | _ 4t 
ne ner (im) à M0 m/f) 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


On a un problème à deux variables. Le domaine de variation en x : ]—-co, œ[ suggère d’utiliser 
la transformée de Fourier en x. L'autre variable est alors « spectatrice ». 


Corrigés des problèmes 


Problème 2.1 


dV OV 
V est solution de l’équation de Laplace 97 + D — O (x > 0, y > Ojet satisfait les conditions 
X de 
aux bords : 
V(x,0) — f(x) sur le bord inférieur 


V(0,y) — O0 sur le bord gauche 


D La condition au bord en x — 0 suggère de prendre la transformée de Fourier-sinus par rapport 
à x : 
® 225 ® de 
VC y)— —47 v°V(v,y) ; a V@) ou Er y) 
La fonction V satisfait l'équation 
2 
oy? 


La solution générale de cette équation est de la forme 


V(v, y) — 4m?v°V(y, y} = 0 


V(y, y) = A(v)exp(—27ry)+B(r)exp(27ry) 
F On veut lim V(x, y) borné ce qui entraîne lim V(v, y) borné ; donc B(v) = 0. Par ailleurs 
y—00 y—00 


V(x,0) = f(x) = V(y, 0) — fl (v) où F est la transformée de Fourier-sinus de f. D’où 


V(v, y) = f(w)exp(—-27vy) 
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Corrigés des problèmes 


ED On en déduit que 


V(x,y) = 4 | L V(v, y)sin(2rvx)dr = 4 | L f()exp(—27vy) sin(2rvx)dr 

= sf { ‘4 f@')sinQ2rvx')dx! }expt- 27vy)sin(2rvx)dv 

= sf fx 4 [ expl-277) sine) sin(rrx de} dx’ 

2 [ FL) { [ exp(—27vy) [cos [27v(x — x')] — cos [27v(x + x')|] av) dx! 
En utilisant | | cos(at)e ?'dt = —. on obtient 


_ y L / l EE 4 
de 2 OS Trees " 


ED Dans le cas où f(x) = Vo =c“ona 


7". Il Il 2V. 
V(x, y) = Lw f Paenres _ =) dx! — Z 'Arctg _ 
0 


xx) +y2  (x+x') + y? T y 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Il s’agit ici d’un problème aux limites sur un domaine non borné. La représentation de la 
fonction recherchée en termes d’une transformée de Fourier-sinus en y permet d’implé- 
menter automatiquement la condition en x = 0. 


Problème 2.2 
Le filtre « retard » a pour action de décaler le signal d’entrée d’une durée to : 


e(t) — s(t) = e(t —to) to > 0 


HD Gain complexe et réponse impulsionnelle de ce filtre : prenons la transformée de Fourier de 
l’équation du filtre. 


S(r) 


… __ ,—2iTvto _- _ 
7 G(r) — e = h(t) = Ô(t — to) 


SE) = Etre 77" = 


FD On réalise une approximation du filtre retard par le filtre de gain complexe 
G(v)= e "TITI, (v) 
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1 
Dans la table on a F{sinc(r)} — I(v) or I,(#) = (=) = o (D). Comme 


1 
D. PL — f(at) on a F {II (v)} = œsinc (ot) (on peut aussi calculer l'intégrale 


de Fourier inverse). Donc 
h@) = FT Le OIL, (v)} = œsinc [o(t — to) 


3) On envoie dans le filtre de la question B le signal créneau II,(7) (on prendra 0 < 7 < to). 
a) Le signal de sortie est de la forme 


T/2 
MOD | hç{t — t')dt’ 
—7T/2 
T2 si ES 
: 1 sin [To 0) dr 


_5p2 TOÛ— t!— to) 


y) 


On fait le changement de variable 4 = æo(t — t” — to). On obtient 


1 mo(t—io0+T/2) sin 4 


T mo(t—t0—7/2) u 


= = {sitrot nn. D) _ Si[ro(t — t— D} 


Y(E) 


u 


b) Considérons la représentation intégrale ci-dessus de y(f). Quand & — © les bornes d’inté- 


gration tendent vers +co selon le signe de ({—{0+ 5) Si les deux bornes tendent vers la même 
_. ; : T LA 
valeur l’intégrale est nulle. Elle est non nulle uniquement si { — t6+ + > Oetf — 19 — — < 0 
2  - 2 
T | . 1 sin u 
t— to] < —. Dans cet intervalle la fonction vaut — —— du = I. 
2 Hole. 


ce qui correspond à 


Donc 
y) = IL, (6 — to) 


Dans cette limite le filtre a donc le même effet que le filtre retard de ED, ce qui est cohérent 
avec le fait que dans cette limite le gain complexe des deux filtres devient identique. 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La transformation de Fourier est omniprésente en théorie du filtrage linéaire car l’action 
d’un filtre est souvent définie à partir du domaine fréquentiel et donc la transformée de 
Fourier (inverse) est nécessaire pour revenir au domaine temporel ( BD). Par ailleurs l’ac- 
ton d’un filtre s’exprime par un produit de convolution dont on a vu qu’il était souvent 
plus simple à calculer à l’aide de la transformation de Fourier. On aurait pu utiliser cette 
méthode dans ED (a) mais le gain de calcul est ici non significatif. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 2.3 
D G(v) périodique de période v9 (pulsation © — 27/v0) ; d'autre part, comme f € £'n £? sa 
transformée de Fourier F(v) est continue. On doit donc avoir F(+v0/2) = 0 ce qui entraîne 
que G(7) est continue. Elle admet donc un développement en série de Fourier uniformément 
convergent sur 


G(r) 


c'e) 
ÿ Ch e—i"27v/v0 
n=—00 
l 2e in2rmv/v 1 Le in2mv/v 
. G(v}e MU es F(v)e ‘dv 
0 —v0/2 0 — vo /2 


Ca 


F(v) est la transformée de Fourier de f donc 


co ; vo/2 
Fo) = | F(v}e 7" dy = [. F(v}e?7"'dv 
— 00 — vo /2 
1 
En comparant avec l’intégrale ci-dessus qui définit c, on en déduit c, = — f Fa = To f(nTo). 
V0 V0 


Dans l'intervalle [—v0/2, 0/2] on a G(v) = F(v); on en déduit une représentation de F par 
la série de Fourier 


F@)= Ù Df(To)e "7% ; ve [-v0/2,v0/2] 
P De ED on déduit 

vo/2 | v0/2 2e : : 

f@) —_ FT {F(v)} _ F(v}e27" dv —_ | ÿ To FOIE re e 27 dy 
—v0/2 — vo /2 n=—00 
La série converge uniformément, on peut donc intégrer terme à terme : 
sé v0/2 D co irv(t-n/vo) [70/2 

1)= 71 nT. Ross oi —7) To) —— 

f() 2 f(To) [.. 2, To) ZinG nv) | up 


Ce qui donne finalement 


sin {7vo(t — nTo)] 


fO= ÿ fa) vi 


n—=—C 


Tvo(t — nTo) 


ED D'après la table on a 
F{Ar(t)} =T sinc/(vT) 
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Il 
En prenant 7 = —ona 
T 


1 f/sinv\°? 
r{so)-1 (2) 


La lecture inversée de la table de transformées de Fourier donne dans ce cas 


1 fsinr \° sin \ * 
| ) }= A6 + F{( ) }= 7A1(). 


T A A 


te 
. sin f ET Il 

FD La fonction f(r) — (+) est bien élément de £' N £? et a un spectre limité entre —— et 
T 


—. Elle satisfait donc les conditions du théorème de Shannon avec 79 — — c’est-à-dire avec 
TT 


T 
To = Es Donc 


oil : S: (ue) sin(21 — nm) 
Es _ n+ (2t—nT) 


n=—œ 


| ST ELCE D) Re . 
sin(2f) É +S (2) CD es: de (21 =) | 


n=1] 2 


où on a extrait de la somme le terme n — 0 et on a replié les n < 0 en changeant n — —n. Le 


; Pour n — 2k + 1. On en déduit 


en ? 
terme | ——<— } vaut 0 pour n pair et ——— 
n3 D (2k + 1) 


2 


. à | l ce At 
= SG) Ed —— —— 
( - ) sin(2f) É a (2k + 1)2[4r2 — (2k + ss) 


k=0 


En divisant par sin(r) cos(r) et donc en restreignant f dr et en réarrangeant l’expression, on 
obtient : 


85 2 1 
Can (= Ed —— t£n2 ne Z* 
T re (2k + 132 [r2 — (2k + 17] 2 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Cette démonstration du théorème de Shannon (il en existe d’autres) repose sur le lien 

formel entre transformation de Fourier et série de Fourier pour une fonction à spectre 

limité. L'application de ce théorème qui est développée à conduit à une représentation 
T TN 


approchée de la fonction tan(f) qui est très précise : pour f € ] = [ en tronquant la série 


à son seul premier terme on a un taux d’erreur inférieur à 0,4 %. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 2.4 
HD Utilisons la propriété de la transformation de Fourier d’une dérivée et la formule de Parseval 


F{f'(@)} = 2irvF(v) — Parseval = | | ff at = art | n° |F(v)" dv 
© Appliquons l'inégalité de Schwartz 
(ee) 2 (ee) (ee) 2 
pl RO ROTUIREES 1 kr ar 1 EAU] a 
[l LG dt = Er? | | FCO dt = 4° | | F(v)| dv = 4m? Eo° 


Par ailleurs 
OO 1 O0 
[l 1FOS'OdI = St If OR 


D 
=; J OPar = 5e 


OO 


Finalement 
1 
LE? < Er? x 4m?Eo° = o7T > — 
4 AT 


D ; (4) = el > E = HV27T (voir table : transformée de Fourier de la gaussienne pour 
v = 0) 


/ P|f@)l dr — | Pet Pig 2 être "hôte +8 | e"/idt =12E 
: > Tr = to _ 
OO 1 OO 
1 n|F(H)F dr = æ/. | FO dt voir D, 
1 ou 2 12/28 1 
Se - se ot E 
AT? |. 43° 167218 
— : T = — 
ATto | " 47 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Cette propriété de la transformation de Fourier qui fait que le produit des largeurs « tem- 
porelle » et « spectrale » d’une fonction de £? est constant est largement utilisée en trai- 
tement du signal ; elle est aussi à la base du principe d’incertitude d’Heisenberg en méca- 
nique quantique. 
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Problème 2.5 
ED Paquet d’ondes gaussien en électromagnétisme 


g(&) exo!) Jo = —(w—w0) /5w° eo/c+ik")x on) 7 


1 OO 
ne — € 
V 27 Le 


—(&—w0) /6w° ervx/c—1) do 


sr 


e KE" 


px, t) — 


1 OO 
ne — € 
V 27 |. 


1 2 2 
On pose 7 = x/c—t;onag(x,t)=e ** F-! {e Fa Pee } 7. 
T=X/Cc—t 
On utilise les résultats de la transformée de Fourier symétrique en pulsation ; on en déduit 
El ne _ 8@ jun ,— 160)" d’où 
V2 


W(x A) - 8@ 4x iuot-x/e),— Eu) (-x/e) 
; 
v2 


— 1 . 
Sik” > 0 on se restreint à x > 0 pour que le terme d’amortissement e K°X ait un sens. 


FD Paquet d’ondes gaussien relatif à une particule libre en mécanique quantique : 


2 \ 1/4 po 5 
ÿ(x,t) = Le er 70 Rko) QiRX 0!) JE avec © — ss 
AT . 2 


m 


a) On a, à l'instant { — 0: 


S2 1/4 6% _ . 5 /4 n: : 
(x, 0) — (a) | e7 29 (k—ko) dk _ (7) NrF ! {e73 , 
T —00 
1/4 y 1/4 
. ) DT gi QE = ( ; ) | etes gx 128 


473 5 T2? 


1 


2 l [l —x?/ 8 
= —— —L 
Ona / lg(x, 0) dx 7e |. e dx 


b) Déterminer la fonction (x, f). 


62 1/4 oo Il : ne. hk 
ÿ(x, 1) = (2) [et (k — ko) sil it) dk 


ÿ Hope lon. : fr hi (K'+k0) / 
-(à) [_ DLL: +i (k + ko)x it dk 


B NT [he \/* 2 hko 
— (2) exp (or ir) [_æf- (50 DL +ik (ee) } a 
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Corrigés des problèmes 


Posons 
ht hk 
A7 = 8? +i— et v — au 
m 2m 


On peut alors mettre l’expression ci-dessus sous la forme 
&? 1/4 ” : 
d(x,1) — (a) exp [éko (x — vot)] V27 F7! {e734 (k—ko) } 
0 X— vof 


On en déduit 


2 


1/4 2 
WG, D = (a) exp ko Ce = v00)] 27 — exp ne 


\/82+ilt 
m 


: : = r 
Dans cette expression apparaissent des termes de la forme Va +ib et Exp( EL). Quand on 
a+i 
prend le module on a 


en" à br) () 


On obtient donc 


&2\ 1 
ol Le 


Si on pose 


mûÔ 


on obtient une expression simple pour le module carré de la fonction d’onde (densité de 
probabilité) : 


À 
hk 
Œo(t) — 62 + (5) et Vo — ru 


2 
BG, D = | 


1 
—— exp 
doG) V7 | TG) 
” 2 
On vérifie sur cette dernière expression que | (x, 1) dx = 1. 
— OO 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Ce concept physique de paquets d’ondes (planes) s’exprime directement en termes de 
la transformation de Fourier. Les propriétés spatio-temporelles des paquets d’ondes gaus- 
siens (propagation, atténuation, élargissement) reposent simplement sur le fait que la trans- 
formée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne. 
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3 TRANSFORMATION 
DE LAPLACE 


RAPPELS DE COURS 


a) Définitions 
La transformée de Laplace d’une fonction f : R — C est une fonction F : € — C définie par 
l'intégrale de Laplace 


F(p) = L | e P f(r) dt 
0 


On note F (p) = L{f(t)}. 


On appliquera la transformation de Laplace aux fonctions f : R — € ayant les propriétés 
suivantes : 


. f est causale c’est-à-dire telles que f(r) = O0 Vt < 0. En effet la partie R7 du domaine de 
définition de f n'intervient pas dans l’intégrale de Laplace. On suppose donc que la fonction y 
est nulle!. 

° _f est localement sommable sur R”, c’est-à-dire sommable sur tout intervalle fermé borné de R*. 

< f est de classe exponentielle, c’est-à-dire 3 & € Ret T > 0 tels que r > T = |f(r)| < Be°! 
avec B > 0. 


Une fonction ayant ces propriétés est dite de classe £. 


La transformée de Laplace est une fonction de € — C et l’étude de ses propriétés dans le 
plan complexe repose sur la théorie des fonctions analytiques (chapitre 4). C’est le cas des deux 
propriétés suivantes : 


e Propriété de F(p) : si la fonction f (r) est de classe £ il existe un réel a, appelé abscisse de som- 
mabilité tel que sa transformée de Laplace F(p) est analytique dans le demi-plan Re p > oo et 
satisfait lim |F(p)| = 0. 

Re pa 

°< Transformation de Laplace inverse 

Soit F : C — C analytique dans un demi-plan Re p > 09 et satisfaisant Jim |[F(p)| = 0; 
Re p>0o0 


1. La transformation de Laplace est utilisée en physique pour étudier des phénomènes transitoires, c’est-à-dire pour 
étudier l’évolution temporelle de phénomènes à partir de l’instant de leur naissance, f — 0. On suppose que le phéno- 
mène n'existe pas avant et donc que la fonction qui le décrit est nulle. 
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Chapitre 3 - Transformation de Laplace 


alors la fonction définie par 
Il 
ff) = — | F(2) e‘'dz 
2iT A 


où À est un chemin rectiligne Rez = & > oo, est une fonction causale telle que L{f} = F. 
On note f = L_!{F}; c'est la transformée de Laplace inverse de F. L'intégrale complexe qui 
apparaît dans cette définition est appelée intégrale de Bromwich-Wagner. 


Dans ce chapitre nous nous restreindrons désormais à p réel. 


b) Deux théorèmes 
°e Théorème de la valeur initiale 
Si Jim, f@) = f(0*) bornée, alors 
. PF(p) — lim f@) = f(0°) 


°e Théorème de la valeur finale 
Si lim f(r) est bornée, alors 
1—o 
lim pF(p) = lim f(r) 
p—0 1—00 


c) Propriétés de la transformation de Laplace 


Linéarité af + bg 
Changement d’échelle (a > 0) | f(at) 
Décalage temporel fG — to)u(t — to) | e PO F(p) 


Décalage /p éFG) F(p — a) 
n—1 


Dérivation/s FU) p'F(p)- > pK ft) 
k=0 
d"F 
Dérivation/p (1) _ 
D" 
F(p) 


P 
Intégration/p Eu | F(p'dp' 
P 


Intégration/t 


1 T 
Périodicité temporelle (sur R*) | f T-périodique FE | e Pi f(e) dt 
= 0 


Convolution FE) * gE) F(p)G(p) 
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d) Transformée des fonctions usuelles (p > 0) 


tu(t) ,a > —1 


cos (wt)u(t) = cosh (bt)u(t) 


sin (œt) u(t) = sinh (bf) u(t) 


ÉNONCÉS DES EXERCICES 


3.1 Transformées de Laplace 


Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes : 


D seu) PB sin(wr)| u(t) 
COS V/f 
> 7 “0 D. a>0 


DD Int u(t) On rappelle L'(1) = —7y D Si()u(t) 


1 2 
vd lue) ED E(r) u(r) (partie entière) 


3.2 Transformées de Laplace inverse 


Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes : 


2p? —4 
p°+3p°+7p+5 


p +1 D !? 


p°+1 P 


p+a : T 
Din? 0<b< D” D 7 
prb È . (+7) -e PF) 
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Énoncés des exercices 


3.3 Problèmes aux limites 


À l’aide de la transformation de Laplace résoudre : 
D "+2 +17=0 y(1)=0;y(D=1 
D :y/+2y+4y—1  y(0)=0 


3.4 Oscillateur excité par un signal périodique 


À l’aide de la transformation de Laplace résoudre : 
y'+my=m"f y(0)=7y(0)=0 


où f est le signal causal semi-périodique (f(f +4) = f(t), Vt > 0) défini sur ]0, 4[ par : 


f@) = 1  O0<r<li 
RE 
= | 2<1<3 

0 3<1<4 


Tracer le graphe de la solution. 
3.5 Equation intégro-différentielle 
Une fonction x(f) définie continue pour f > 0 et de classe exponentielle satisfait l'équation 


t 
rex + | e' x(t')dt' =te 1>0 
0 


Trouver la solution qui satisfait x(0) = 1. 


3.6 Système à contre-réaction 


Un système à contre-réaction est régi par l’équation 


G)=x(—T)—kyG—7T) kEÏ0,1] 


Y(p) 
X(p) 


ED Déterminer la fonction de transfert du système H(p) — où X(p) et Y(p) sont les 
transformées de Laplace de x(f) et y(f) respectivement. 


D Trouver la réponse du système à un échelon unité x(#) — u(t). Tracer le graphe de y pour 
k = 0,5 et pour k = 1. 


69 


Chapitre 3 - Transformation de Laplace 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 3.1 Oscillateurs couplés 
Les petites amplitudes d’oscillation de deux oscillateurs couplés satisfont le système différentiel : 
PO) +0 y) +ky3 (0) = RE) 
Y3E) + &° y) +ky/(@) = 0 
où k E]J0, If est l’indice de couplage et (fr) la sollicitation extérieure. Les conditions initiales 
sont : 
y1(0) = a ; y(0)=0 
3200) = b ; y:0)=0 
À l’aide de la transformation de Laplace déterminer la solution dans les deux cas suivants : 
HD oscillations libres a £ 0 ,b Z£ 0; h(t) = 0: 


P oscillations forcées a = b = 0; h(t) = cos wot. 


Problème 3.2 Équation intégrale 
ED Soit 7 un nombre réel positif et x(r) une fonction définie par 
x(t)=0 pour { <0 
x(t)=n pour (n—l)r<t<nr ne N* 
Déterminer sa transformée de Laplace X(p). 


FD On considère un filtre causal dont la sortie y est donnée par l’équation : 
{ 


»'() + & | y(u)du = x(E) 
0 


où w € R** et où la fonction d’entrée x est celle de ED. 
a) À l’aide de la transformation de Laplace, trouver une solution particulière qui satisfasse 
y(0*) = 0 (le résultat sera exprimé sous la forme d’une série). 


T 
b) Que devient cette solution pour w — — ? Tracer son graphe. 
éd 


Problème 3.3 Problème générique sur les lignes de transmission 


i(x,d) 
— 
On considère la propagation d’un signal ” des v(Lt) 
électrique sur une ligne de transmission 
schématisée ci-contre (figure 3.1). = 


Figure 3.1 
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Énoncés des problèmes 


La tension v(x, fr) et le courant i(x,f) en un point x de la ligne satisfont le couple d’équations aux 
dérivées partielles (équations des télégraphistes) : 


Ov Oi 
nu 1) 
de Fi 
Oi Ov 
2 


et les conditions initiales v(x,0) = i(x,0) = 0. Les coefficients constants L, R, C et G sont les 
paramètres linéiques de la ligne. On soumet l’entrée de la ligne à la tension e(f) de sorte que pour 


t > 0, v(0,r) = e(t) 
On définit 


en | er 
0 


U(x, t) dt ln = | e Pilet)or 
0 


Dans la suite on utilisera les notations 


E(p) 
7) = V{p + RXCp + G) 
Z (= 
c=1/VLC 
me 
C 
Établir que 
VG,p) = 
I(x,p) = 


transformée de Laplace de la tension d’entrée e(f) 


facteur de propagation 
impédance caractéristique de la ligne 


vitesse de propagation du signal dans la ligne idéale 


résistance caractéristique de la ligne idéale 


A(p) ex de B(p) ep 
[A(p) ex 2 B(p) eY@x] 


Ze(P) 


Dans les problèmes qui suivent on pourra utiliser directement ce résultat. 


Problème 3.4 Ligne finie sans perte (R—G—0) fermée sur une résistance 


On ferme la ligne, de longueur /, sur une résistance R, de sorte que v et à doivent satisfaire pour 
t > 0 la condition aux limites v(/,1) = R, i(l,t). 
HD À l’aide des conditions aux limites, établir que 


A(p) = E(p) 


1+Ke-2rl/c 


Ke-2rl/c 


B(p) — ED ne 
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FD Montrer que 


_ 2ni 2nl 
v(x,1) — ) K'e(r- =) 1 =) 
= 2nl — nl — 
: K'e(r- n =) 1 nl =) 
>: c é 


5) Calculer explicitement la tension en bout de ligne v(/, t) dans les trois cas R > R,,R.  R,, 
Re. © R, , pour une entrée égale à un échelon de tension : e(f) = Vo u(t). 


Problème 3.5 Ligne finie sans perte (R — G — 0) fermée sur une inductance 


On ferme la ligne, de longueur /, sur une inductance L, de sorte que v et i doivent satisfaire pour 
t > 0 les conditions aux limites v(/,1) — Lo —i(l,t). On veut déterminer la réponse indicielle 
de la ligne c’est-à-dire le potentiel en bout de ligne, v(x = /,f), quand on applique à l’entrée un 
échelon de tension : e(f) — Vi u(t). 
HD À l’aide des conditions aux limites, établir que 
Vo 


V — l = —— 
Gp p cosh(r p) + a sinh(rp) 


où on a posé 7 — l/ceta = cL/Lo. 
FD On va maintenant chercher la transformée de Laplace inverse de cette expression. 


a) Montrer que 
k 
(p — à) eCk+Drp 


_ _1% 
OS PME Pos 


b) Montrer que 


—] (p EE a)" D. —at 
É mn — € L,(2at)u(t) 
où L,(x) est un polynôme de degré n en x dont on explicitera les coefficients (ce sont les 
polynômes de Laguerre). 
c) En déduire que 
va =E£# = 0 pou O<f1<7T 
NE) 
= 20) (1e C0 L,[2a(t — (2k+1)r)] pour >7 


k=0 


(L- 1) € NO +1. 


NI 


où N(r) est l’entier dans N qui satisfait N(f) < 
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Du mal à démarrer ? 


Problème 3.6 Ligne semi-infinie avec pertes 


On suppose la ligne semi-infinie ; v et i doivent donc tendre vers une limite finie quand x — +co, 
cette limite étant O dans le cas où 1l y a des pertes (R et G non négligeables). 


ED Établir que 
VG;p) = E(p)eYP* 


1 
I(x,p) = ZE ee 


© Inductance linéique négligeable : L = 0 
a /t 
t Vi 

On pourra utiliser le résultat de l’exercice 3.1 W2. 
b) Établir que 


L{e7#? [1+Erf (avr -b/Vr)]u(r - e*? [1-Erf(avr+b/Vr)] ut} = 2e 2 ne 


c) Déterminer v(x, f) dans le cas où on applique un échelon à l’entrée de la ligne e(f) = Vo u(t). 


ED Effet de peau 
À hautes fréquences les ondes électromagnétiques qui se propagent dans un guide d’onde métal- 
lique ne pénètrent dans le conducteur que sur une zone étroite. L’épaisseur de cette zone de péné- 
tration dépend de la fréquence : c’est l’effet de peau. La résistance et l’inductance linéiques de 
la ligne dépendent alors de la fréquence de l’onde et le facteur de propagation prend la forme 
suivante : 
R k Pp 
D}=S + FM : 


C 


a) Montrer que £ u(t) »? = NT env, 


où R, R. et c sont les mêmes que dans la question précédente et k est une constante caractéristique 
de la ligne qui détermine la façon dont « l’épaisseur de peau » dépend de la fréquence. On néglige 
les pertes diélectriques : G = 0. Du fait des pertes ohmiques on a lim v(x,f) = 0. 

X— O0 


À l’aide des résultats des questions précédentes déterminer v(x, r) dans le cas où on applique un 
échelon à l’entrée de la ligne e(f) = Vou(t). 


DU MAL À DÉMARRER ? 


3.1 FD Fonction périodique de période T /2. 
ED Utiliser une développement en puissances de f. 
ED Voir la fonction l”. 
D Passer par la dérivée. 


Effectuer le changement de variable : u — 7 — 4/ DL. 
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3.2 ED et FD Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples. 
ED Voir exercice 3.1 D. 
ED Développer en puissance de 1 [p. 


1 . 
D Développer le terme T7 © puissances dee TP. 
PS ee 


3.3 ED Attention les conditions sur y sont en { — 1. 


1 
3.4 Pour prendre la transformée inverse de Y(p) utiliser er .. 1e"? La solu- 
e 


—0 
tion s’exprime à l’aide d’une série de fonctions de Heaviside. Une ‘analyse détaillée de cette 
fonction révèle un comportement simple. 


3.5 Faire apparaître un produit de convolution. 


3.6 Mêmes remarques que dans l’exercice 3.4. 


Problème 3.1 
Dans chaque cas combiner les équations transformées pour résoudre pour la somme et la différence 
des deux fonctions puis en déduire chaque fonction. 


Problème 3.2 
1 OO 
ne — —nTp 
Utiliser Te ) e . 


n=0 
P b) Le graphe de la solution fait apparaître une fonction simple. 


Problème 3.3 

Les fonctions V(x, p) et Z(x, p) ne sont pas indépendantes ; elles sont reliées par les équations 
aux dérivées partielles ce qui fait qu’elles s’expriment en fonction de seulement deux fonctions 
arbitraires de p, A(p) et B(p). 


Problème 3.4 


I 2 
> n ,—2npl/c 
Là encore remplacer D Ke rie PAT ÿ Ke : 


n=0 
n (n) 
= =e(es) | 
n! ‘ 
Problème 3.6 


BP b) Calculer la transformée de Laplace de la dérivée de Erf (at + b/Vf) en utilisant les 
résultats de ED a). 


Il 
ED On calcule £”! (ea ) grâce au résultat de ED a). 


Problème 3.5 
(p — a) P 


b) On remarque ——————— — 
E>) ) q (p + a)"*! 


n+1 


(p +2) 
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Corrigés des exercices 


Corrigés des exercices 


3.1 DD On utilise soit £ {1° f()} = (—-1) F®(p) avec f() = eYu(r) = F(p) = ce 
6 
qui donne £ {#e*u(r)} = G=3 ; alternativement on peut utiliser £ {e* f(#)} = F(p —3) 
avec f(t) =t ut) = F( p) = ; ce qui donne évidemment le même résultat. 
p* 
à me — Tr T 
D La fonction est périodique de période ml : 


1+e-PT/2 n) 


j T /2 
| : : D 
L {Isin ou} = 7 | sin(one dr = 


où on a utilisé 
—at 


/ e"% sin(b)dt = —< rs La sin(br) — bcos(br)] 


u2" 


3) On utilise le développement de cos u — > (—-1}" Gi 


n>0 


cos VT (Dore 
NA > (2n)! 


Ce développement a un rayon de convergence infini dans lequel il converge uniformément (série 
entière). On peut donc en prendre la transformée de Laplace terme à terme : 


L{esvr) CHEN CN Qn)!/r T -1/4p 


vf — Qn)! pr? — On mp p 


La fonction F(p) a une singularité en p = 0; on a donc o9 = 0 qui est bien l’ordre exponentiel 
cos vf 
de 
Vf 


ED Écrivons l'intégrale de Laplace 


1 
cf D} 


OO — pt CO ,—(u—ap) 
e P e 
| dt  — | du 
o (G+a) u=pt+a) Jap u 


e“? Ei(ap) 
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D Écrivons l'intégrale de Laplace 


O0 1 OO 
L{Intu(r)} — | Infe Pur = = | In = e “du 
0 un p Jo P 


= =|[/ iue-"du- ip | eau 
P LJo 0 


[(A)—-Inp __Y7+hp 
P P 


TD Passons par la dérivée de la fonction f(1) — Si(t)u(t) = f'(t) = TO On utilise 


L{f"} = PF) F0 et £ {ER} ‘au G(p'dp' 
P 


| T 
F — pl = — — Arct 
PF(p) k Paie ÿ rcte p 


1 1 
=  F(p) = —Arctg— 
P P 
Écrivons l'intégrale de Laplace 
dt 


_. 2 
e /t—pt D e (a/ Vi pr) 


net Er Gp 
CR Re D A 


VD 


a a 
On pose u — — — A SR 0. La fonction w est donc 
P : P (t) A 2% 


décroissante de +00 quand { = 0 à —co quant f — +00. 
On veut exprimer f en fonction de u : 


VP(V}) +uvi-a=0> = 


il faut V7 > 0 ce qui implique 


1 = 7 (rs Veau) et Se) d 


L'intégrale devient 
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ue ; _——. 
Le terme ——— «est intégrable et impair ; son intégrale sur (—co, æ) est donc nulle par 
u?+4a\/p 

symétrie. Il vient 

—2a,/p OO 

e à 
F(p) = e du = 4] —e 22VP 
VP — OO P 


D Écrivons l'intégrale de Laplace 


[ e-P'E(t)dt = Sn 
0 


n>l1 


! 
1—e ?P D» —pn 1—e ? e P 1 
= e — —————  _— 
P P  (1—e-rÿ  p(eP—-1) 


n—=0 


F(p) 


n 


n+l 
1 
| e Pidt = —— Ÿ_ne P"(e"? — 1) 
P n=1l 


On peut obtenir la solution plus simplement en remarquant que : E(f)u(t) — >» u(t—n) 
n>1 


e-"P 1 1 1 e P 1 
CEGMB}= D} Tee : 7 n | Der ep 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Cet exercice permet de passer en revue diverses méthodes pour obtenir la transformée de 
Laplace : table + propriétés dans les questions ED et (D, développement en puissance de t 
dans la ED, calcul de l'intégrale de Laplace dans les autres questions. Noter l’utilisation des 
fonctions let E;. Les fonctions f des questions ED à EE sont toutes à croissance lente ; 
leur ordre exponentiel est donc &9 = 0. On peut vérifier dans chaque cas que F(p) est définie 
continue pour p > co = 0 (ou Re p > 0 dans FD). Dans ED, oo = 3 et F(p}esteffectivement 
définie continue pour p > 3. 


3.2 ED On décompose la fraction rationnelle en éléments simples 


2p? —4 Li 5p —3 


— ——_— | _ | | — + —— 
p°+3p?+7p+5 2/|p+1l p?+2p+5 


On va utiliser 
[02] 


£ Le“ sin (œt) u(r)} rad aa 


L {e”% cos (wt)u(r)} LR 


(p + a) + w2 

Pour faire apparaître des expressions de ce type on décompose 
A UE 
p?+2p+5 (p+1) +4  (p+1) +4 
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Finalement 


= 2p° —4 1 1 —t —t 
É as — 2 [—-e +5e cos(2f) — 4e sin(2r)] u(t) 
P P P 


FD Là encore on décompose la fraction rationnelle 


(p° +1) pl p 1 


= D + = 
p?+l1 P p?+l P p?+1 p?+1 


On obtient directement l’original 
FO = (8' — cost +sinr) u(r) 


ED On utilise le résultat de l’exercice précédent 


l 
L{Intu(t)} — 2 
D 
l l l 
mp 0 
D P P 


ED On développe la fonction en puissance de 1/p, pour p > sup (a, b) 


an(s) (2) gr ( (9 
p+b P 2 nr P P 
On prend la transformation inverse de la série terme à terme 


: p+a 1 | G@tY — (ty ln 5; 
L£ {n[ets }=Xt-0 [ee ut) == (ee te) 


n=0 
1 
ED On a simplement e ? = ô(t — 1). 


1 
D On développe le terme Aer = ÿ e”"P; il vient 
— € 


—=0 


T TT _ 
Œ+mI-er) — (p+m) 2 ‘ 
EL Ssinr(—n)utn) = sinmt ÿ (—1)'u(t —n) 
n=0 n=0 
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Corrigés des exercices 


L'analyse de cette expression révèle 0.5 | 
une fonction simple : sinTt pour 
t E [2n,2n +1] (n E N) et O ailleurs 


(voir figure 3.2). HO oo es 


Figure 3.2 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 
Cet exercice permet de passer en revue diverses méthodes pour obtenir la transformée de 
Laplace inverse : décomposition des fractions rationnelles en éléments simples (méthode stan- 
dard pour les filtres rationnels) dans ED et FD, développement en puissances de 1/p dans 
ED, développement en puissance de e* dans . Le calcul de l’intégrale de Laplace inverse 
nécessite d’intégrer dans le plan complexe et sera étudiée au chapitre 4. 


3.3 MD Prenons la transformation de Laplace de l’équation, en utilisant 


L{y}= pY(p}-»(0*) L{y"} = pY(p)- py(0*)— y (0) L{ty} = —-Y'(p) 


L ! 
—1y" +25 +13 =0 + (p°Y(p) — pyo — 6) + 2(pY(p) — yo) — Y'(p) = 0 
(p?—1)Y'+4pY = 3% 


On obtient une équation linéaire du premier ordre dans la variable p. La solution de l’équation 
sans second membre est K 
F(n)=———— 
(P) mp —1ÿ 
On obtient une solution particulière de l’équation complète par variation de la constante ; on 
trouve : is 
P° —>p 
Y = Yo —— > 
o(P) = yo (DE LP 


Dans ces expressions K et y, sont des constantes arbitraires. Finalement 


K p° —3p 
Y RL ——_—_—_—_—— a ———— 
TEST ETES: 


On décompose les fractions du membre de droite en éléments simples. On obtient : 


rp == ( K\T 1 Il 1 Ft 1 
Gp Get) Ghret 
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1 _ 1 = 

Comme £-! {—) — eTlu(r) et LT! {——) — teTlu(t), on obtient aisément la 
sx P LT 

transformée inverse 


y) = Ael(t — 1)u(r)+ Be" (t+1)u(t) 
1 


K 
où À — 5 Yo — 2. et B — 5 (oo + 3) sont toujours des constantes arbitraires. On impose 


les conditions en { = 1 
YU) = 0SE=0 P(D=IisA=-67 
GO) = (De T'u(r) 
FD On suit la même démarche. L’équation transformée est 


£L / 1 
ty" +2y +4ty = 1 —(p°Y(p)— 36) +2pY(p) — 4Y'(p) = - 
1 1f1 P 
2 ! ! 
—(p? +4)Y ST (nl _— 
(p°+4)Y (p) : (p) n E me . 
On prend la transformée inverse de cette équation 
] 1 — cos(2t 
y) = 5 — cos(2DIu() > y) = Du) 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La transformation de Laplace permet de résoudre des équations différentielles par la même 
démarche que celle que nous avons utilisée avec la transformation de Fourier. 


3.4 Comme f est périodique de période 4 sa transformée de Laplace est de la forme : 


1 4 
a —pt 
FO)= | f(e l'dt. 
On peut calculer cette intégrale sans difficulté mais on peut aussi remarquer que la fonction 
ge) = u(t) +u(t — 1) — u(t — 2) — u(t — 3) est telle que 


g@) — f(t)pourr e [0,4] 
— (Osinon 


Donc 


4 00 
[roma — | g(te P'dt = L(g) = L{u(r)+u(t — 1) — u(t — 2) — u(t —3)} 
0 0 


Il 
= Été Feg Pr) 
P 


. pe sie …! (1+e-r) (1—e?) 
p 1—e-# p(l+e-P)(1—e-r)(1+e-2r) 
1 1+e ? 
7 pire? 
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Corrigés des exercices 


La transformée de Laplace de l’équation est 
Co +) PC) = mp) + VD) = ET 
F PE F d _ p(p?+m?)1+e-?r 


Pour prendre la transformation de Laplace inverse on va décomposer la fraction en éléments 
simples et développer le second terme en puissances de e”? : 


Y(p) 


T2 Ier _|1 P 1+e ? 
p(p?+#?) 1+e-2r _ l1+e-2P 


= [Le] Bart a on 
n=0 


p  p?+m 


Il . : 7 
Les fonctions — et ont pour original respectivement u(f) et cos (Tt)u(t); la série en 
P 


p? + 7? 
puissances de e? va engendrer dans le domaine temporel une série dans ces fonctions avec des 
arguments décalés dans le temps : 


FO) y@) = SD)" [u( — 2n) + u (t — Qn + D} 


n—=0 
OO 


— Ÿ_ (1) {cos [rt — 2n)]u(t — 2n)+cos[7(t — (2n +1))]u (rt — (2n +1))} 


n=0 


Explicitons la première série : 


Ÿ (1) [u(t —2n)+u(t — (2n+1))] 


n—=0 


u(t) +u(t — 1) — u(t — 2) — u(t — 3) 


+u(t — 4)+u(t —5)—u(t —6)—u(t —7)+..: 
8G)+8@—4)+:.. 


où g(r) est la fonction définie à la question ED. Écrite sous cette forme la série apparaît comme 
la superposition périodique de période 4 du motif défini par la fonction g : il s’agit donc de la 
fonction f, second membre de l’équation. Par ailleurs, en utilisant cos [T7 (ft — 2n)] = cos(æt) et 
cos [7 (f — (2n + 1))] = —-cos(rt) 


SCD {cos [7(t — 2n)]u(t — 2n) + cos [7 (ft — (2n +1))]u (t — (2n +1))} 
n=0 


= cos(7t) D (—1)" [ut —2n)—u(t —(2n+1))] 


n—=0 
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Finalement on a donc 


y) = f() — cos (rt) D (—1)" [ufr — 2n) — u(t — (2n + 1))] 


n=0 


Le graphe révèle une fonction simple que l’on peut 
deviner en analysant l’expression ci-dessus. Il suf- 
fit de remarquer que la somme de fonctions de 
Heaviside est en fait une fonction de période 4 dont 4 
le motif voit se succéder un créneau de hauteur 1 et 
de largeur 1, un « blanc » de largeur 1, un créneau 


de hauteur —1 et de largeur 1 et enfin un « blanc » 0 3 à È ss 
de largeur 1, et de composer ce signal avec cos (ft) | ù 
et f(t) (voir figure 3.3). Figure 3.3 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


L’aller-retour entre la variable temporelle et la variable symbolique p est facilité par la forme 
géométrique simple des signaux impliqués qui peuvent s’exprimer comme des combinaisons 
de fonctions échelon. Là encore, comme dans l’exercice 3.2. Ed, l’analyse graphique de la 
solution révèle une fonction simple. 


3.5 Si on multiplie l'équation par e ‘ le terme intégral apparaît comme un produit de convolu- 
tion : 


t 
1x'(t) + | ext = 1 = tx ()+e xx) =t 
0 
On prend la transformée de Laplace de l’équation : 


P 
p+l 


1 1 
—(pX(p)) + X(p) = Pois —pX"(p) — X(p) = À 


p+l 


Cette équation différentielle linéaire du premier ordre se résout de façon standard en utilisant la 
variation de la constante pour trouver la solution particulière de l’équation complète. On trouve 


+1 
pe : 
p+l 2p 


1 
X(p)= + X()—= Ke” + SU + ] u(t) 
| a 1 
On impose la condition initiale x(0) = 1 = K — 5 


x) = = [et +1+r] u() 


D 
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Corrigés des problèmes 


3.6 MD Prenons la transformée de Laplace de l’équation du système à contre-réaction : 


_ : “HS 
Y(p) = e OS ONE ERQ) 
En 
FO Tate 


1 
2) On envoie en entrée un échelon unité x(f) = u(t) = X(p) = — et 
P 


Gr Te 


…. d - LL, ,—(+D)rp 
A De 


n—=0 


Y(p) — 


VU} = Ÿ_ (Du [é — (n +17] = ut — 7) — ku(t — 27) + k?u(t — 37) +. 
n=0 


Les figures ci-dessous (figure 3.4) représentent la solution y pour k = 0,5 et pour k — 1. 


A 1.2 
1.0 1.0 ———— — — ———— 
0.8- 0.8 


0.6- 


0) 
0) 


04! 04 


0.2+ 


0.0 r T r T T r T 0 
2 4 6 8 


Figure 3.4 
Figure de gauche : k=0.5; figure de droite : k=1. 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Les exercices 3.5 et 3.6 mettent en jeu une équation intégrale et une équation aux différences. 
La transformation de Laplace est bien adaptée à la résolution de ces problèmes, ce qui montre 
l’étendue de son champ d’application. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 3.1 
ED Oscillations libres (a  0,b Z 0,h(t) = 0): 


+ opt) +ky}(t) = 0 
(+0 y») +ky1 (6) = 0 


On prend la transformation de Laplace de ces équations 


PYi(p)— ap+@Yi(p)+k(p°Y(p)—bp) = 0 


p°Ya(p) — bp + YA(p)+k(p°Yi(p)— ap) = 0 
(p°+@)Yi(p)+kp/Y(p) = (a+kb)p 
(p°+@)P(p)+kp°Yi(p) = (b+ka)p 

On ajoute et retranche les équations 
Di(p)+ ph [p A +h +0] = p(a+bX1+k) 
[i(p) — Pph[p A -H +] = p(a+b{1-Rk) 
On en déduit, en posant w, — 7 et ©o_ — — 
Yi(p)+Y2(p) = (a+ Dr = y1(0) + 2) = (a + b)cos (w,t) u(r) 
Yi(p)— Y2(p) — (a —b) _ £ no = ÿ1(0) — ÿ2(0) = (a — b)cos (w_t) u(r) 


et par somme et différence des deux équations 
1 
y) = S {(a + b) cos (w,t) + (a — b)cos (w_t) } u(r) 


yat) = : {(a + b) cos (w,t) — (a — bjcos (w_t)} u(r) 


D Oscillations forcées (a — 0,b = 0, h(r) = cos wot) 


(0) + opt) +ky/() = cos wot 
2 (0) + © P0) +ky1(@) = 0 
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Corrigés des problèmes 


On prend la transformée de Laplace de ces équations 


PYi(p)+@Yi(p)+kp ip) = 1 
P + 
p'Ya(p)+@Y(p)+kp°Yi(p) = 0 
(p? + @?) Mi(p)+kp/(p) = 
p°? + «8 
(p°+&°) P(p)+kp°Yi(p) = 0 


Là encore on ajoute et retranche les équations 


I P 


PER tee) 


ES NE 
(+E) (wi — wi) |(p?+@5)  (p? +) 
LP 
M) EN = 1—k (p? + wi) (p? +w? ) 
CR NES 
(—R(o? —«w?) [(p?+07)  (p?+w?) 


on en déduit 


yi@) = [(C++0C-) cos (wor) — C, cos (wit) — C- cos (w_t)] u(r) 


2) [(C+ — C_-) cos (wor) — C, cos (w,r) + C_ cos (w_t)] u(r) 


avec 1 1 1 1 


a EE 
2 &? — (1 + k) wë 2 @? — (1 — k) wÿ 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La transformation de Laplace donne une solution élégante de ce problème. Une autre 
méthode aurait consisté à découpler le système en faisant la somme et la différence des 
deux équations différentielles pour obtenir deux équations indépendantes du second ordre. 
Le prix à payer est une plus grande complexité des calculs dans l’implémentation du cou- 
plage des solutions et des conditions initiales. 


C4 


Problème 3.2 


l 
HDOnax(r) = E (=) + 1, (E = partie entière). Pour calculer la transformée de Laplace X(p) on 
T 
peut 
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il 
— soit utiliser le résultat de l’exercice 3.1. F3 et la propriété : £ { f(at)} = ar (£) 
1 t F 1 1 
L{E( = LE) 
VOIE p(eP — 1) T rplerr=1) p pli=e#) 
— soit on peut remarquer que 


OO OO 


1 l 
x(f) = u(t—nT) = X(p) = — PT = 
2 P 2 POLE 77) 
P Déterminons la sortie y du filtre. 
a) On prend la transformée de Laplace de l’équation 
t 
Il 
y'() + & | yGu)du = x() + pY(p)+@ —— nd 
0 _ p(l—e-Pr) 
l — pnT 
LE) = 5 — ms e 


(p? + w?) er) (p? +?) ur. 


YU). = - ÿ sin[œ(f — nT)] u({t — nT) 
n—=0 
b) Si w = 7 
d OO 
1 . 
VÉ) = L >: sin [œ(f — nT)] u(t — nT) 


n—=0 


= . ÿ sin(ot — nT)u(t —nT) 
(02) 


n—=0 
= Pi 02 


On a déjà rencontré cette fonction (avec 7 — 1) dans l’exercice 3.2. (D. 


Problème 3.3 


En prenant la transformée de Laplace des équations et en utilisant les conditions initiales on 
obtient : 


OV(x; p) — (Lp + R)I(X, p) 
Ox 

MOD = sou n 
Ox 
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Corrigés des problèmes 


On élimine l’une ou l’autre des fonctions inconnues par dérivation. On obtient les équations décou- 
plées 


OV 
= D) p}V(x, p) = 0 
X 
O?I(x, 
D) P(p)I(x, p) = 0 


où on a posé y(p) = 4/(Lp + R\(Cp + G). Les solutions sont de la forme 


V(x,p) = A(p)e-YPX* + B(p) e*P* 
I(x, p) Ar(p) e-YPX + B;(p) e*PX* 


Les solutions sont couplées à travers les équations initiales : on injecte dans l’une ou l’autre des 
équations du premier ordre 


OV 
ED 2 Gp+R IG D) 
= y(p) [—A(p) ex + B(p) eXPx] — —(Lp+R) [Az (p) ex + B;(p) eYP}x] 


En identifiant les coefficients des exponentielles on obtient : 


__ y) _ 
Ai(p) = Lp+R 0) = zu 
se 
Bi(p) — pe R 2) = AE A À 
où on a posé Z.(p) = œ k £ ; d’où le résultat 


VG;p) = A(p)e-YPX* + B(p) eP* 


I(x, p) —= 7 m [A(p) ex . B(p) e"Px] 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
La transformation de Laplace permet de remplacer ce système d’équations aux dérivées 
partielles couplées par un système d’équations différentielles ordinaires et donc de le 
résoudre facilement. 


Problème 3.4 


Pour une ligne sans perte R = G = Oona Z;(p) = 
bout de ligne v(/,r) = R, i(l,t) se traduit par V({, p) = 


— R, et y(p) — p/c. La condition en 


L 
C 
R, I(E, p). 
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ED Les conditions en x — 0 et en x — / deviennent, avec la solution générale ci-dessus 


A(p)+B(p) — E(p) 
AG) ele + B(py elle = Àt [A(p) ele — B(py el 
En résolvant ce système de deux équations à deux inconnues on obtient 
Ke-2rl/c 
A(p) — EP) =nfe B(p) — EP) =nfe 
N Ru Re 
D RER 
BD On en déduit 
V(x,p) = RS PTE EP Cou + Kers-ne] 


E(p) DOI nn _ PA) 
n=0 


io >» (—1)" K” {e[t—x/c—2nl/c] u[t-x/c—2nl/c| 
n=0 
+Kelr+x/c—2(n+Dl/c] ufr+x/c-2(n+Dl/cl} 
Le premier terme en { — x/c correspond aux ondes qui se propagent le long des x positifs et les 
différentes valeurs de n correspondent à la composante progressive des différents aller-retour 
qui se développent quand le temps croît. Les termes en f + x/c correspondent aux ondes qui se 
propagent le long des x négatifs après réflexion sur l’extrémité de la ligne. 


ED Pour une tension d’entrée égale à un échelon l’expression de la tension en bout de ligne (x — 1) 
devient (on pose //c = 7): 


v(,t)=(K+1)V D (1) K'ult-(2n+1)7] 
n—=0 
Examinons les cas limites : 
RSR, K=-—-1 v(l,r)=0 


RER, K®1  v(x,)=2V à (-l'uGt-(n+1)r) 
n=0 
RER, K SU u(x,t) = Vou(t — 7) 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Encore une fois à l’instar des exercices 3.2. D. 3.4, 3.6, la solution dans le domaine 
temporel s’obtient par un développement de la fonction symbolique en puissances de e 7“? 
et conduit à une représentation de la solution sous la forme d’une série d’échelons décalés. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 3.5 


La condition en bout de ligne est maintenant 
de, 
u(L €) = Lo at) 


On veut déterminer le potentiel en bout de ligne, v(x = /,f), quand on applique à l’entrée un 
échelon de tension : e(f) — Vi u(t). 
HD La solution générale de la ligne sans perte est 


V(x,p) = A(p)e P*/€ + B(p) eP*/c 


1 
Ip) = 2 AG) e"*/ — B(p) ere] 


La condition en x — / s’écrit (7 — 1/c) : V(I, p) = Lopl(l, p) car i(l,t = 0) = 0 


AGp) eP7 + B(p} el = EP [A(p) 7?" — B(p) el] 


C 


C C 


A(p)e 1 — . + B(p) eP” L + me = 0 


R L : : : 
On a a = CT — «. La dernière équation s’écrit donc 
0 0 


P 


A(p) e-?7 [1 L 2 + B(p) e° [1 + 2 =ÿ 


a 
Par ailleurs v(x = 0,f) = Vou(t) 


V. 
V(O, p) = - — A(p)+ B(p) 


En résolvant ce système de deux équations à deux inconnues pour A(p) et B(p) on obtient 


Vo (p + æ)e”? Vo (p — ae"? 
ES —— —] _— 
2p p cosh(rp) + a sinh(rp) 2p p cosh(rp) + a sinh(rp) 
On en déduit 
Vo 


: _. PT LB TR —  _ ___— — 
PO RE Re Dean 


FD On va maintenant chercher la transformée de Laplace inverse de cette expression. 
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a) Pour cela on écrit 


1 
p cosh(rp) + a sinh(rp) — à [Cp + a)eP +(p — a)e_"?] 


= + TP PT 7 -27p 
AT de + P—£e | 


Vo 
p cosh(rp) + a sinh(rp) 


2V — p—& : Lo 
=. —À n OR nTp 
par ) (rs) : 


_ am D de e@n+Drp 


Vo hhe— 


b) On écrit 
(p-a) … » 1 


rat P (p+2at|, 


Prenons la transformée inverse : 


— le décalage de la variable symbolique p — « devient multiplication par e°! 
— Ja multiplication par p" devient la dérivée n°” de 


I 
OS u(#); 


remarquons que f (0*) = f’ (0*) =... #9 (0*) = 0. 


Finalement 
—1 (p — a)" Ça A7 a. —2at} 7 u(r) 
(p+ay'tif dr n° 


En utilisant la formule de Leibniz (voir page chapitre 1) cette expression devient 


da | À n— 
et . ne —2at} 4 u(t) = u(}et— 02 Ce à ds Cas [n—Kk] 
r\n! 


= TO > Cia = D EE DEC Day Fe? 
n: 


= u(t)e "de LE dat)" * 
= “pet } ci LE 2atŸ = e-%L, (2at)u(t) 
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Corrigés des problèmes 


n—k 
n 


où on a utilisé dans la dernière ligne l’identité C} 7" — C\ et où L, (x) est le polynôme en x 


de degré n dont la forme explicite est 


n 


k 
LOeN D 


k=0 


c) On déduit des résultats précédents que 


== Nip cr, [2a(t — (2n+1)r)}u(t — (2n+1)7) 
n=0 


qu’on peut reécrire 
ux={,f) —= 0 pou O<f<7T 
N() 


2Vo Ÿ_(-1} el C@k+D7] Lal2a(t —(2k+1)r)] pourt>7r 
k=0 


où N(r) est l’entier dans N qui satisfait 


2N()+1< 2 L2N()+38 NO < (=-1) <NG)+1 
T T 


DIR 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Cette méthode permet d’obtenir une représentation exacte de la solution de ce problème 
compliqué. 


Problème 3.6 


HD La condition que v et i doivent donc tendre vers zéro quand x — +00 entraîne 


die, VC = LG, p) = 0 
et implique que la solution générale se réduit à 

V&,p) = E(p)e®} 

IC, p) Ep 0" 


Ze(p) 


D Inductance linéique négligeable : L = 0. 


2 


—a ft 
a) On a montré dans l’exercice 3.1. #9 que £ { - FA 0) = [Te-2VF. on en déduit : 
P 


a /t OO / 
Es u(t) | Ve = Ter 
tt P 2/7 
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: _ b | 
b) Soit f+(f) En(avi+ +) u(t); 
ns. 2 fé. b nn D. | 
JO) = T2 (54 2) exp ( 7e Lab): 


1 Fa LL En à. 
L 1) = —— —a"t  +2ab + b =———— 
+) 7 e a v 


On prend la transformée de Laplace en utilisant les résultats du (a) 


LUE = Le a Er à rev 


Ou ENCOTE 


p+a? 
. 5 2 . 
où le décalage p + a° est engendré par l’exponentielle e**. Par ailleurs on a 


L{FLO} = pFa(p) — f4(0*) 


avec 


F OO 


1 7 2 1 Los 2 
0 0 


il 
PEL) 1 = net a env à rev] 
ü P 


d’où 


p+a? 


On en déduit 


L ee Erf (avi =. 2) 10) 


L te Erf (avi + +) 10) 


En combinant les résultats ci-dessus on obtient 


Le 2 [1+Erf (avr b/ V9] — e2 [1 Erf (a+ b/ V7] } ut = Le > pre 


le ml 


e2p p+a? a 2411 = e724b 
4/p +a2 

e” 2 p+a? a =] + e24b 
V/p + a? 


G 
c) On a y(p) = V/R(Cp+G) = B\p+a° avec a — C et B = VRC; par ailleurs 


V 
E(p) = —. 


Pour la tension on a donc 


V ; 
VO, p)= #6 “EVRr 
P 
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Corrigés des problèmes 


: à Il x 
Compte tenu des résultats de la question précédente, en posant b — 5* B = -VRConen 


2 
déduit 
V 
(ET) = 5e TRE CITÉE 


ec) | _ 
De *VRG L LUCE VAE) re 
ED Effet de peau 


Le facteur de propagation prend la forme suivante : 


Si. 


R 
y) — R. “= TE vr+È 


Les pertes ohmiques impliquent lim v(x,r) = 0 = V(x, p) = E(p) e *PX*, On applique un 


V 
échelon à l’entrée de la ligne e(f) = Vou(t) = E(p) = _ 
On a donc 
Vo k px 
V = — — Li —— eo — 
(x, p) a | DR" Rs" VP = 
k 
| | ) [ay RP] Px 
= Voexp | — EXP (-Z) 
2R: P C 


_ le _ px : : . 
On va chercher l’original de —e M à ; le facteur e F se traduira sur le résultat par une translation 
P 


temporelle de — . On utilise ( ED a)) 


On déduit de ce résultat 


t a / u= 7 
pif D 4 fe per 8 (2 , 
P VA Jo t'Vr VT\ a) Ja 


E + {revren) —  Erfc (5) u(t) 
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k 
R.V2 


R k x x 
vx, t) = Vo EXP T25R.* Erfc DR, = U (: ou =) 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Là encore la méthode de résolution basée sur la transformation de Laplace conduit pour ces 
deux problèmes à des solutions exactes qui s’expriment en termes de la fonction d’Erreur. 


, , X . 
En identifiant 2a = x et b — — on obtient 
C 
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INTÉGRALES COMPLEXES ; 
THÉORÈME DES RÉSIDUS 


RAPPELS DE COURS 


e Conditions de Cauchy 


Soit f : C — C définie de la façon suivante : z = x +iy — f(z) = P(x, y) +1Q(x, y). Cette 
fonction est dite analytique où holomorphe dans un domaine si, dans ce domaine, P et Q satisfont 
les conditions suivantes (conditions de Cauchy) : 


ee Pet Q sont continuement différentiables ; 
OP : 0Q OP : 0Q 


Ôx Op y 0x 
e Fonction logarithme complexe 
z = pe — logz = Inp+i0, 6 € 160,00 +27]; la détermination principale notée Log z, 
correspond au choix 09 = —7 c’est-à-dire à un choix de coupure le long de l’axe réel négatif. 
°e Théorème de Cauchy 
Soit À un domaine ouvert simplement connexe de C, et f une fonction analytique dans A. 


Alors pour tout lacet y dans À, ona } f(z)dz = 0 


°e Formule de Cauchy 


Soit À un domaine ouvert simplement connexe de C et f une fonction analytique dans A. Soit y 
un lacet dans À et z9 un point dans À entouré par y ; alors : 


| D = 27 ea ((z0) 


: (z _ PTIT LES 


e Série de Laurent 


Soit f analytique dans une couronne centrée en z0 : R1 < |z — zol < R3 et y un lacet dans la 
couronne entourant le point zo ; alors 


OO OO 


Vz dans la couronne f(z) — ÿ Cn(z — Zo)" = de a = = a. + Det — z0)” 


n—=—Co 


Le J(È) 
Dir J, (£— Er dé 


avec Ch 


Chapitre 4 - Intégrales complexes; théorème des résidus 


e Singularités 


Le développement de Laurent de f au voisinage de 70 est celui défini dans la couronne 
O < |z— 70] < R où R est la distance entre z0 et la singularité de f la plus proche de 20. 


La série en est la partie singulière du développement. Si elle compte un nombre fini de 


termes, z, est un pôle dont l’ordre est le degré de ce polynôme en ; s’il y a un nombre 
z 


infini de termes, z, est un point singulier essentiel. 


° Définition du résidu de f en x 


C’est le coefficient du terme en 


du développement de Laurent de f au voisinage de 9. 
£ — 20 


e Théorème des résidus 


Soit f une fonction méromorphe! dans un domaine ouvert À et y un lacet dans À qui entoure les 
pôles z1 z2...7,. Alors 


4 f()dz = 2im D Res(f,z) 
k=1 


e Calcul du résidu dans le cas d'un pôle simple 


F 
Si TG) = SD et qu’il existe un point Z, tel que Q(zo) = 0 et Q”(z0) £ 0 et P(z0o) Z 0 alors Zo 
Z 
P 
est un pôle simple de la fonction f(z) et le résidu en z9 est donné par : Res f, zo) = ee 
ZO 


e Calcul du résidu dans les autres cas (pôles multiples) 


Il convient d’utiliser la définition du résidu ou bien la formule intégrale de Cauchy si le pôle est 
explicite. 


e Lemmes de Jordan 
Soit y un arc de cercle de centre z0, de rayon r, d’angle a : 

y : 0 € [6o, 00 + a] — zo + re!° 
contenu dans un domaine d’analyticité de f. 


1. si lim frf@Go+re")] =0 V9 € [6,60 +a1 = im / f(G)dz = 0 
r— T— y 
2. si lim Ir fo + re") =0 VOE[6,0o0+a]—= lim | ro: = 0 
F—œ F—O0 y 
3. si z0 est un pôle simple de f, alors im / FG)ds = lœ Res(T; 20). 
F0}; 


1. Une fonction f est dite méromorphe dans un domaine ouvert A si elle est analytique dans ce domaine sauf en des 
points singuliers isolés (pôles, points singuliers essentiels) du domaine. 
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Énoncés des problèmes 


Pour réaliser les majorations utiles à la mise en œuvre de ces lemmes on utilisera abondamment 
l’inégalité triangulaire : 
za — 1221] < 121 +221 < ail + 122] 


pl fG)dz 
r 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


et son extension continue 


< | | f()dz| 
T 


Problème 4.1 Calcul d’intégrales 


HD Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes en intégrant la fonction appropriée 
sur le contour 1 de la figure 4.1 : 


æ 2441 
1— ———d 
" 1 


b) /(a) Le : dx oœùa€ 10, 7] 
a) = + us 
_omxt—-2x2cos2a +1 72 


É 1 
c) n= | ———dx où n € N° 
o X"+1 


OO 
| 1 
FD Calculer l'intégrale /; — ———— dx 
o *°+1 
a) par une intégration directe ; 


1 
b) en intégrant la fonction f(z) = =— 
z 


I sur le contour 2 de la figure 4.1 : 


€ sur le contour 3 de la figure 4.1. 


c) en intégrant la fonction f(z) = : 
z +1 


Figure 4.1 


Contours 1,2 et 3, de gauche à droite. 
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Problème 4.2 Intégrales de fonctions trigonométriques — Séries de 
Fourier 


HD Calculer l'intégrale 
Lu 1 
1@= | à  lal>1 
o ( 


a + COS 0) 


FD Développer en séries de Fourier les fonctions 27 périodiques : 


1 
a) f(6)=- al Z1 


— Ja cos 0 + a? 


[A 
b) go=—— a>1 
sinf — a 


Problème 4.3 Intégrales de Fresnel 


HD On désigne par y le lacet du contour 4 de la figure 4.2. En évaluant l'intégrale L, = Fi e “dz 


| — , 
déterminer la valeur des intégrales de Fresnel : 


Is = | sin(x?)dx et Ie = | cos(x?)dx 
0 0 


FD On veut calculer les intégrales : 


O0 inf O0 { 
is @= | dt et re @= | dt ae 0, Il 
0 0 


iz 
a) Pour cela calculer l'intégrale de la fonction complexe f(z) — — sur le contour 5 de la figure 


4,2 (on choisit la détermination de z° qui est définie dans le plan Lo coupé le long de l’axe 
réel négatif et qui est réelle positive pour z réel positif). 


b) Retrouver la valeur des intégrales de Fresnel. 


Figure 4.2  Contours 4 et 5. 
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Énoncés des problèmes 


Problème 4.4 Calcul d’intégrales 


27 
HD Calculer l'intégrale 1 — h "4x (a > 1) de deux manières différentes : 
0 a+cosx 


Il 
a) en intégrant la fonction f(z) — CE sur le contour 3 de la figure 4.1 avec R — Î; 
z? +2az +1 
b) en intégrant la fonction f(z) = © sur le contour 6 de la figure 4.3. 
a + COS Z 
Se 
F On veut calculer l’intégrale Z(x) — | ce] dt avecx ee |—1,1if. 
a) Montrer que | 
1 f® sinh 
2 J_,k sSinh(u) 
sinh(zx) 


b) Calculer Z(x) en intégrant la fonction f(z) — sur le contour 7 de la figure 4.3. 


sinh(z) 


Figure 4.3  Contours 6 et 7. 


Problème 4.5 Formule des compléments 


La fonction B est définie par (voir chapitre 1) 


. CO pl sa 2 
Ba» | Grp (x, y) € (R ) 


On a donc pour x = a € [0,I[ety=1-a« 


œw fpa—l 
B(a,1 — a) = t Il 
@i-a=] ar ae 


a—1 


+1 


© ,a—l] 
t T 
Î —é-: 
o t+l sin Ta 


z 
En intégrant la fonction f,(z) = 
que : : 


avec æ € ]J0, If sur le contour 3 de la figure 4.1 montrer 
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Puisque B(@, 1 — æ) = l'(æ) (1 — &) ce résultat permet d’établir la formule des compléments : 


T'(æ)T (1 — æ) = 


sin T& 
Problème 4.6 Formule de duplication de la fonction 
Soit la fonction f : 1 — f(t) = 1* ufr), où «a > —1. On désigne par F(p) = L{f(r)} la 
transformée de Laplace de f. 
HD Calculer F(p) pour p réel positif. 


BD En déduire F(p) pour p complexe, Re p > 0. 
ED Déduire des questions précédentes l’expression de la transformée de Fourier de g(r) = e7! 1* u(t). 


4 On prend a > 0. À l’aide de la formule de Parseval, établir la formule de duplication 


TT 
T(a)T (a + 1/2) = Tr Ge) 
Problème 4.7 Transformation de Fourier; transformation de Laplace 
inverse 


2 . 
HD En intégrant f(z) = e © sur le contour 8 de la figure 4.4 déterminer la transformée de Fourier 


de la fonction gaussienne f(r) = e ‘On rappelle que | e-"dt = V7. 


— CO 


1 
FD Calculer la transformée de Fourier de f(t) — rer 


ED Calculer la transformée de Laplace inverse de F(p) — ONE PU) à l’aide de l’intégrale de 
P P 
Bromwich-Wagner 


FO = Î F(p) e” dp 


où À est la droite Re p = ©. Pour cela on calculera l’intégrale de F(p) sur le contour 9 de la 
figure 4.4 avec o = 0 (justifier). 


Im p 


Q 


A B 


Figure 4.4  Contours 8 et 9. 
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Énoncés des problèmes 


—2iTVz 


sur le 
cosh z 


FD Calculer la transformée de Fourier de 


en intégrant la fonction f(z) = 
contour 8 de la figure 4.4 (avec À = 7). 


Problème 4.8 Transformation en Z inverse 


Un signal discret causal est une suite numérique à valeurs complexes {x,}, définie sur N. Sa 
transformée en Z est la fonction définie sur C par : 


Zn) = AD = D 2" 
n—=0 


HD Montrer que si la suite {x, } est telle que 


Xn+1 
Xn 


lim 


n— OO 


= Ro 


avec 0 < Ro < oo alors la fonction A(z) est analytique dans le codisque |z| > Ro. 


FD Nous cherchons à résoudre le problème inverse : étant donnée une fonction A(z), analytique 
dans un codisque |z| > Ro ; trouver le signal discret {x, } dont A(z) est la transformée en Z. 
Etablir que 


1 
de = — [40 2e 
Zn Jr 


où l'est un cercle centré à l’origine et de rayon R > Ro. 


z 
———— (avec a > 0) et on cherche le signal 
1 — 2z cosh a + 7? 

discret causal {x, } dont elle est la transformée en Z. 


a) Déteminer Ro. 


ED On considère la fonction A(z) — 


b) Calculer l’expression de x, à l’aide de l’équation de la question D. 
c) Retrouver ce résultat par un développement direct de A(z). 


Problème 4.9 Série de Fourier d’une fonction non bornée 


Soit f la fonction 7-périodique définie sur R \ 7Z par 


f@) = In(|sinr|) 


On veut construire sa série de Fourier. 

ED Montrer que le coefficient 4ÿ — — In 2. 

FD Montrer que pour n > 1 le coefficient a, est de la forme 
1 /fTsinn0 


An = — — - cos 0 d0 
Th Jo Sn 


ED Calculer a, en effectuant le changement de variable z — el? dans l’intégrale ; en déduire 
l'expression de la série de Fourier de f. 
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DU MAL À DÉMARRER ? 


Dans la plupart de ces problèmes (4.1 et 4.3 à 4.7) la méthode pour calculer l’intégrale réelle 
recherchée consiste à évaluer l’intégrale d’une fonction complexe bien choisie le long d’un contour 
approprié, selon deux étapes : 

(a) calcul de la valeur de l’intégrale par le théorème adéquat (Cauchy, résidu) ; 

(b) décomposition de l’intégrale le long du contour et - le plus souvent - déformation du contour 
de façon à faire apparaître l’intégrale (réelle en général) recherchée. 
Problème 4.1 


Pour calculer f(x)dx on calcule l’intégrale de f(z) sur le contour 1 de la figure 4.1 à l’aide 


OO 


— OO 
du théorème des résidus en prenant soin de ne prendre en compte que les pôles entourés par ce 
contour. Dans D (c) il faut faire un choix de détermination de la fonction logarithme complexe. 


Problème 4.2 | 

On ramène à 27 la longueur de l’intervalle d’intégration et on pose z = e/° puis on intègre par le 
théorème des résidus l’intégrale obtenue qui est celle d’une fraction rationnelle sur le cercle unité. 
ED (b) On calculera les coefficients c, de la série de Fourier complexe. On pourra poser 
a = coshb. 


Problème 4.3 
Dans les deux questions il faut utiliser une majoration fine de l’intégrale sur le grand cercle pour 
montrer qu’elle tend vers zéro quand R tend vers l’infini : 


20 20 
DENTS SM > ; cos > 1, 
2 T T 


ED (a) Penser à la fonction Gamma ! 


Problème 4.4 

D Il est utile de poser : a = cosh b avec b > 0. (a) Attention, le cercle C; a ici un rayon R — I. 
BD (a) Faire alternativement le changement de variable { — e" ett — e ". (b) La valeur de 
l'intégrale vient à travers celle sur y. qui sera évaluée à l’aide du 3° lemme de Jordan. 


Problème 4.5 

Suivre l’évolution de la détermination de z° le long du contour. Pour l’application des lemmes de 
Jordan il est suggéré de majorer |zf (z) | sur un cercle de rayon r (0 < r < oo) puis d’étudier cette 
majorante tour à tour pour r = À — © et pour r = € — 0. 


Problème 4.6 

Dans D, le changement de variable  — pt dans l'intégrale de Laplace conduit à une intégrale 
complexe le long d’un axe À ; pour la calculer il faut considérer un contour fermé qui comprend 
l’axe réel, l’axe A et qui est fermé par un arc de cercle. 


Problème 4.7 
P et ED Étre attentif au choix du contour qui est lié au signe de la variable externe (7 > 0 ou 
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Corrigés des problèmes 


y < 0 dans ED, : > O ou 1 < 0 dans ED) pour assurer la convergence de l’intégrale sur le grand 
cercle. 


Problème 4.8 
ED Développer A(z) en série de Laurent dans le codisque. 


Problème 4.9 
ED On utilisera des changements de variable successifs ; 


ED Pour calculer le résidu, isoler explicitement le terme en 1/z dans l’expression de la fonction à 
intégrer. 


Corrigés des problèmes 


Problème 4.1 


DD ntégrales de fractions rationnelles 
4 


a) Intégrale I : les pôles de f(z) — S sont les solutions dans € de z° = —1 soit 


6 
cd 
a — eCktDir/6 E — 0,...,5. Seuls les pôles zo — eiT/6, 2 eiT/2 et Si = e°i7/6 sont 
entourés par le lacet. On calcule la valeur de Jr : 


— st 11 ——. 
k=0 62; 6 \zx Zk 
2i 5 4 
Ie = — (-2isn? 2isin E —25sin À) —= — 
4 i40 4 
7 (1+ R'eï?) R‘+1 
RARE ren | Age ne 20 


d’où Jim [Zc| = 0 (2° lemme de Jordan). Finalement 
— 00 


co 4 

+1 4 
im = ] | 
R—6co X° + 


— OO 


22 


us z4 — 272 cos(2a) + 1 - 
a pour solutions z = +e*'*. Si a Z à les quatre pôles sont distincts ; si æ = a vi un 


b) Intégrale I(æ) : Pôles de la fonction f(z) = = 7-27? cos(2a)+1 = 0 


et on a deux pôles doubles. 
Supposons d’abord « 5 : seuls les pôles z = e'* et z = —e”'* sont entourés par le lacet 
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d'intégration. Donc 
Ir = 2im [Res(f,e"*) + Res(f, —e7"*)] = 2im _. + 
di sin(2a)  4isin(2a) 
EE COS æ L T 
__ sin(2a)  2sin(a) 


Sur le grand cercle 


R>? 


R2e2i0 
Se 
(R— 1 


| (ReP — RE — 2)Re — 23N REP — 24) _ 


|RF(Re‘)| = 


— 0 d’après le 2° lemme de Jordan. On en déduit que pour « _ 


Donc lim | | f(G)dz 
R—œ C 


T 
2 sin(«) 


I(a) = 


; T " : à : . 
Supposons maintenant & — 3 : le pôle (double) z — i est entouré par le lacet d’intégration. 


Donc : à 
Z T T T 
Ir =2iTR = DT — ——— +1 — — 
T iTRes(f,i) =2ir aerP|. 2 (æ 5) ÿ 
qui est bien la valeur de lim I(@). 
: : 1. 1 2n | 
c) Intégrale I, : Les singularités de f(z) = of sont les solutions dans C de z°” — —1 soit 
Z n 


zx = ePDiT/n E = 0,...,2n — 1. Celles entourées par le lacet Font leur argument dans 
(0,7) — k = 0,...n — 1. On calcule la valeur de Jr : 


n—] 


| l Zk ; 2 
Ir = 2 Res Res Œ= ——— = —— = —] 
n im 2 (F, 2x) (F, zx) na 5h puisque zx 
n—1 n—] ; 
2im ÎT ; dr 0 Lerae T/n 
Ir  . Z = im /?2n eikT/n —_ ER ne  — 
2n a. n 2 n 1 — eiT/n sin(7/2n) 
: 1 R 
10 
IRFCR e ) <R 1+ R2ei2n0 < RAA =] —+ 0 


d’où im [| = 0 (2° lemme de Jordan) ; finalement 


æ 1 2 
im = / de eo ren 


R—00 on 1+x2 sin(r/2n) * ”  sin(r/2n) 
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Corrigés des problèmes 


D Intégrale I, 


a) Méthode usuelle : (voir exercice 1.1 D) on décompose 


en éléments simples et on 


x? +1 
intègre : 
D l il —— 
x+1 (G+D(2-x+1) 3 RES 
_ LI 1 nn) 1 . 
_ FPE IL d p.192. 8. 
3x+1 6x2-x+1 2 (x 1)" 


1 1 rR 12 à INT 
LL = gun Energie DID 3 aan [ IR 


: DREL R+1 }+ 1 (T+7) - 27 
R—co | 3 R2=R+1)J V3\2 6 34/3 


1 
b) En intégrant f(z) — Er sur le contour [° (contour 2 de la figure 4.1) : des trois pôles 
z = ei, 73 = —] et z3 = e°7/3 seul le pôle z1 = e/7/? est entouré par le lacet ; 
1 2iT ; 
—_ 9; 0 Tf3) 5 = 2 ix/3 
Ir = 2irkRes (fu=e ) RAT _— 3 e 


Sur le segment CA on a z = xe?/7/3 avec x : R X 0. Donc 

1 | 1 2ir/3 Dim /3 foi 
ne face fa (arr) ste = (1-28) far 
à | PERS er. . L "1 : o X+l Ce 


2 
Sur le cercle C1 : z = R e/° avec 8 € Û æ) 


3 
F  iRei? R 
7 = D 
0 (Reïo)° + +1 R—1 
Finalement 
| ZT ; T 21 27 
= #r/3) z RES ir/3 =] TE 
( F 1 3 . : 3 eir/3 _ b—in/3 33 
I 
c) En intégrant f(z) — : — sur le contour 3 de la figure 4.1. On prend la détermination réelle 
sur le bord supérieur de la coupure ; les trois pôles z1 = ent 3,z2 = —1 et z3 — eiT/3 sont 
entourés par le lacet ; Res( f , z;) = ES 
Zk 


Pr = dix ( in/3 im  Sin/3 ) : _ dim? V3 


3e2i7/3 3  3el0ir/3 9 
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Par ailleurs 


R G Ê R 

I In x +2 Il 

Ir — [l TT yx +] 7, + Ic, + Ie — ir | ——— dx + Ic, + Lc2 
à + +1 rR X+l1 e X +1 


Soit C un cercle de rayon r, 


Inr +i0 


r(nr +27) 
1+r3ei30 


ri —] 


SN 


Irf(re?)] : r 


où on a utilisé l’inégalité triangulaire pour majorer le numérateur et minorer le dénomina- 
teur ; en prenant tour à tour C = C;,r = RetC = C2,r = € on obtient par application des 
lemmes de Jordan : lim |/c,| = 0 et lim |Zc,| = 0. Finalement 

R—c e—0 


> 
aien = RS à 5 2 D 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Les trois intégrales de ED - intégrales sur R de fractions rationnelles — sont des prototypes 
d’intégrales calculées très efficacement par la méthode du plan complexe. La méthode de 
P (c) (multiplier la fonction à intégrer par log z) peut être systématisée pour calculer des 
intégrales sur R* alors que le choix du contour de E3 (b) est spécifique à la forme de 
la fonction. La méthode classique de ED (a) permet dans ce cas d’obtenir le résultat tout 
aussi efficacement. Noter l’utilisation quasi systématique de l’inégalité triangulaire dans 
les majorations intervenant dans l’application des lemmes de Jordan. 


Problème 4.2 
Ici C désigne le cercle trigonométrique : € — {z | € [0,27] — z = Eh 
1. 1 Il 
ED Dans le changement de variable z — e° on a cos — . pe P) = à (: + :) et 
ê 
dz 


iz 
d 1 1 [7 1 1 1 d 
Ha = | dd 5 | 7 = ——É 
o (a+cos@) Parité 2 J_,; (a+cos 0) 2=ei 2 Jc [a +5 +2) 7 
2 2 
= ff — — 0 
l Je (72+2az+1) LUE =) 


OÙ z12 = —a + Va?—1.Sia > 1 c’est le pôle z, qui est entouré par le cercle unité tandis 
que pour a < —1 c’est le pôle z2. Dans chaque cas on a un pôle double ; on utilise la formule 


dz = ie\°d0 = d0 — 
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intégrale de Cauchy : 


2 Z Ta 
a > 1l:1(a)= - x 2ir — = 
2 + Ta 
a < —1:1(a)= -x2ir — 57 
(a —1) 


résultat qu’on peut exprimer de façon plus compacte : 


7 lal 


9-7 


pour lal >1 
D Séries de Fourier 


a) La fonction f (0) — est paire, donc les coefficients b, sont nuls : 


— Ja cos 0 + a? 


— Î cos(n 6) 
or tn ii 


1 4 1 “à dz 
= — 7 TS 
7 J_7 1—2acos0+a?  z=e0 m Jo 1—a(+i)+a?iz 
1 z" 
… 7, 
D Pre 


L = , . . 
Les pôles sont z, — a et z2 — —. Si [a] < 1 c’est z1 qui est dans le disque unité et 
a 


1 .… a” 2a" 
di — ——DiT7—— — ——_— 
—iaT a — = l—-a 


1 1 U , 
la| < “1: Tr — Le u2de 7) 


n=] 


Si la] > 1 c’est z2 qui est dans le disque unité et 


17 n 
1, @" _ 2e 


—iar —a a? — | 


1 1 À, cos(n6) 
à NS 
LR 1—2acos0+a? a?—1 | Ÿ 2 a" | 


b) On va calculer le coefficient de la série de Fourier complexe 


J F7 cost : 
b, ——— €" di 
27 J_,Sint—-a 
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On fait le calcul pour n Z 0 car comme la fonction est réelle on a c_, — ©. On fait le 
changement de variable z = e" 


«2 UT) sde 1 F GsrDa 


27 Jcxa—-1)-a ir 2m Jc7—-2iaz-1 


On considère le cas n > 1 ; les pôles sont z12 = ia +iV a? — 1. On pose a = cosh b (b > 0) 
ce qui simplifie l’expression des pôles : z12 —i e*?, Seul z: = ie ? est entouré par le cercle 
unité 


1 >; (z? + 1)" 
. 27 z — ieb 


n 
— intl nb _ Ha (a . a — 1) n >0 
z=ieb 
Pour n = 0 il y a un pôle supplémentaire en z — 0 dont le résidu vaut —1 et compense 
exactement celui du pôle z = ie ? si bien que co — 0. Si on revient aux coefficients de 
Fourier réels (puisque la fonction est réelle) 


an =2Rec, = Osin =2p 
= 2(—-1e CP in =2p—1 
b,=21me, —= Dsin—2p— 1 
= 2(-1ÿe 2 sin —2p 
Finalement 
Î 
2 (1) 6-2 [el cos(2p— Dr+sin(2pn] : =a+Va-i 
Sinf — a p>i 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Les intégrales de fractions rationnelles de fonctions trigonométriques peuvent être calcu- 
lées très efficacement en passant dans le plan complexe par le changement de variable 
z = e°, Attention l'intervalle d’intégration en @ doit être tel que z parcoure le cercle unité 
une fois en entier. 


Problème 4.3 


HD La fonction e + est analytique dans € donc l'intégrale le long du lacet y est nulle en vertu du 
théorème de Cauchy. 


1, =0 
Si on décompose J, le long du contour : 
I, —= LAB + IcA + Ic, 
* 2 Û im /42 : : : : 2 
Lis = | é dx Pr | ete") (eir/4x) = dt | e "* dx 
0 R 0 


7/4 : L m/4 : 
| e À (cos 20+i sin 26); p e°d0 cl < R | e R cos 20 79 
0 0 


S 
Î 
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40 
Pour 4 € [0, 7 = 20 € [0, 2] + cos(20) > 1 — ——. On a donc 


à 7/4 2 
Hal < re ® | PSULETE 3 (i 2 e*) = 
0 


On en déduit 


On a 


a 
S— 
8 

[au 

| 

ss 

à 

Il 
sfS 


On en déduit 


2) Calcul des intégrales Js (æ) et Jc (a). 
LI 


a) La fonction f(z) = est analytique dans le domaine délimité par l; d’où (théorème de 
2% 
Cauchy) : 


Ir = ji f()dz = 0 
r 


Sur l’arc y2 : z = ee? 


7/2 ei<(cos 6+i sin 6) | 7/2 : T 
L, - | 0 1,1 < et | e 46 re — 0 
0 0 


eteia0 e—0 


Sur l’arc y : z = Re? 


m/2 ei R(cos 6+i sin 6) - ; 7/2 . 
L: = aa iRe d8= |1,|<R ù | 0 00 
0 € 0 


La majoration e* "0 < 1 est ici insuffisante puisque R!7" est non borné quand R — oo. 


20 
En revanche pour 8 € [0, 5 = sin 0 > es et 


7/2 7/2 _ 
| eRsSn0q0 < | e 2R0/T 0 _,"., (1 _ e*) 
0 0 2R 


S1 bien que L 
1 < SR (1 _ e *) me 


R—% 
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Par ailleurs 


R gix € gite?) im /2 i(1— ar /2 Ru 
Tsc = —dx et Ip4a = ——d(xe 7) = —e 7 | — dx 
BC . _ DA | enr ( ) | 


On a donc, dans la limite € — O et R — co, 


L; = | dx = etre" | ex “dx = 0 
0 À 0 
Jeto)+ils(o) =: PT - «) 
Jc(a) = sin (7 =) 4) Js (a = cos (T° =) F0) 


Il 
b) Calcul des intégrales de Fresnel. Pour &æ = 5 on retrouve les intégrales de Fresnel de la 


question 1 : 


OO 


de G) - | a = 2f sin(x?)dx = sin (+ ) TG ee = | sin(x?)dx = 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Dans les deux questions 1l faut utiliser le théorème de Cauchy et être très attentif à la 
majoration de l'intégrale sur le grand cercle. L'intégrale Jc de ED a déjà été calculée pour 
a = 1 — x par une méthode différente dans l’exercice 2.6. 


Problème 4.4 


VT 


2V2 


27 
HD On veut calculer 1 — | _ yy 
0 . + COS x 
a) En intégrant f(z) — Se — sur le contour 3 de la figure 4.1 avec R — 1 : les pôles de 
z? +2az +1 
f() sont z12 = —a + Va? — 1. On pose a = coshb (b > 0) ce qui simplifie l’expression 
des pole Z12 = — —e“P, Seul le pôle z> = —e ? est entouré par le lacet d’intégration puisque 


let] = e? > 1. On prend la détermination du log qui est réelle sur le bord supérieur de la 


coupure et on calcule par le théorème des résidus : 
log z . —b —_b+i 
JF = ————dz = 2irRes(f,z2=-e ? =e T7 
= fon 2 ) 
25, ee”) 
— IT | ——— 
—e b+eb 


—iTb T° 


sinhb  sinhb 


iT | 
| _ sinhb one 


Par ailleurs 


1 é : 
log x log x +2im 
: | x2+2ax+1 | x2+2ax+1 7 AT 


1 
1 
—2i dx + 16 +1 
im | x2+2ax+1 77 47/0 
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Sur le cercle C> on a 


fo log(ee'°) e(ne+27) 0 
= € | ——°t <——————— —- 
AS (ei? + eb\(eeit + e—b) (eb — ej(e—b — €) 
D'où lim Ic, = 0 en vertu du 1° lemme de Jordan. Par ailleurs 
log z _ i0 - 0 
IC, —= ——dz — ——— ——ie"d0 = — ——d0 = 
d Î. 2+2a2+1 “ec . e+2aet+1 Î ei +2a+e—i 


I ET l 
-; | ———d0 = —-]I 
2 Jo a+cos0 2 


Finalement, on obtient 


—irb 1 _. l 
- — — = — 1-07 | —-———— 
sinhb  sinhb 2 o *2+2ax +1 


En identifiant parties réelle et imaginaire : 


27? ! 1 b 
—. et ———— dx = —— 
sinh b o *x2+2ax +1 2 sinh b 
La deuxième intégrale pouvant être calculée directement. 


b) En intégrant f(z) — —— sur le contour [’ (contour 6 de la figure 4.3). Les pôles de f(z) 


sont les solutions de 0 = a + cos z = cosh b + cos z = cos z = — coshbh — cos(ib + 7). Les 
solutions sont z; = +ib + (2k + 1) 7. Seul le pôle z0 = ib + 7 est entouré par le lacet l (on 
rappelle que b > 0). On a donc 


: 2iTb . 27° 
- sinhh sinhb 


Ir = 2ir . 
— Sinz 


z=ib+T 


Par ailleurs en décomposant l’intégrale le long du contour : 


I = lag + lgc + Icp + 1p4A 
27 
LAB — | _— 
9 4d+Cosx 
R : R R 
27 + 1 
de 
o a+COS(27 +iy) o a+cosh}y o a+cosh}y 
0 : 27 
+iR +R 27 +R 
Fe —- 1 + lncl< ] Re. rt 
27 4 + COS(X +iR) o sinhR—a| [sinh R — a] Ro 


où on a utilisé 
reste 


sinh(b)| < |cos(a + ib)| < cosh(b) qui se déduit de l’inégalité triangulaire. Il 


0 | R 
1y Ÿ 
7 Î a+ cos (y) 4 | a + cosh y d 
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Finalement 


b 2° ® 1] 
D =) ne —ÿ 
"Tsinhb  sinhb di Î + 


On en déduit 


dr? dr? co l 2b 21n (a + Va? — 1) 
sinh b Va? —1 . Î a + cosh y sinh b a — 1 


La deuxième intégrale pouvant être calculée directement. 


XX —] 
1G@)= | à 
Go) Î — 


FD On veut calculer l'intégrale 


a) faisons le changement de variable 1 = e" 


—e" GO e"* = 1 1 OO e"* il 
IX) = du == d 
G) oi sy | snhu 


—= OO 


u 


Dans l'intégrale de départ effectuons cette fois le changement de variable f = e 


us PPe ml, É joe] 


— OO 


On fait la demi-somme : 


1 f® sinh(ux) 
Î —=;:— PE 2 7, 
Ge; Î TTL 
. _: sinh(zx) : . 
b) On note /r — | f(z)dz. Les singularités de f(z) = PATTES sont les zéros de sinh(z) sauf 
Z 


F 
z=0—=z—ikm kE Z*.Le lacet n’entoure aucune singularité de f = 1r — 0. 
On décompose l'intégrale le long du contour 


I = lag+lec+l, +lcr + IrA 
R Gnh 
lag — | Se du 
ZBc — l CR ed) = |ec| < re œ me D 0 (Ix| <1) 
ÉR— Î id) + [ar | < re © R(xI-D 0 


Pour les majorations dans /3c et 1r4 on a utilisé |sinh(a)| < |sinh(a +ib)| < cosh(a) qui 
se déduit de l’inégalité triangulaire. Sur l’arc de cercle y. on utilise le troisième lemme de 
Jordan : 

sinh(zx) ._Sinh(7x)  _sin(rx) 


lim, =—-irR =iT) = —  — = _7$i 
lim ” iTRes(f,z0 = im) ÎT LC) ÎT ho à ea T SIN(Tx) 


Z=ir 


112 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés des problèmes 
Enfin su CDUEF Zz=iT+u—= 


sinh((G7 +u)x) T +u)X) d 
Î +[. “sinh@T+u). T+u) " 


= ff i sin(rx) cosh(ux) + cos(7x)sinh(ux) 


IcF 


— sinh x 
— COS(7x) [ AA du uisque Î [7 Le = 0 par symétrie 
5 “sinhu prisq “sinhu PERS 
On en déduit 
im Ir = (l+cos(7x)) (2 x I(x)) — 7 sin(7x) = 0 
TG) = 7 _Sn(rx) 7,7% 


2 1+cos(Tx) 2 2 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La méthode utilisée dans ED (a) est très spécifique de la fonction : c’est l’intégrale sur 
le « grand » cercle — ici de rayon À = 1 — qui fait apparaître l’intégrale recherchée. La 
méthode utilisée dans ED (b) est plus standard : le contour s’appuie sur la périodicité de 
27 du dénominateur de la fonction à intégrer. De la même façon le contour de 2 (b) 
s’appuie sur la périodicité de 2ir du dénominateur de la fonction à intégrer. 


Problème 4.5 
On veut calculer l’intégrale pour & € ]0, 1. 


© ,.a—l] 
1@= | 2 yx 
0 x+l 


dz où l'est le contour 3 (figure 4.1). Le pôle de f en z — —1 est entouré par 


a—1 


: 
rG+1l 
le lacet l; le théorème des résidus (ou la formule intégrale de Cauchy) donne 


Soit {r — 


Ir = Dim 2] = 2ime"@ D) 2 ir ere 
Soit y un cercle de rayon r : z = r e/? 
a—1l ,i(a—1)0 æ 
: or r 
rf (re )|=r|——————| < = M(r 
If ( ) rei0+1 | r-1] @ 


Sir — € — 0 alors M(e) = 27e* — 0 (a > 0) = lim |c;| = 0 
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Sir = R — c alors M(R) = 27R*%7! = O(a <1) = Jim cl = 0 


On a donc 


Ir — 148 + Icp + Ic, + Lc, 


R _a—1 
LAB —= [l - dx 
e X+l 


€ 2ir\4— 1 R _a—l 
Xe : X 
Ich — [Te ) dx = cire | dx 
R € 


x +1 


En prenant la limite € — O0 et R — 


T 


1— 2iTa T=-9; ESP = 
SE) di sin(ra) 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Il s’agit ici d’un grand classique parmi les intégrales calculées par les méthodes du plan 
complexe qui met en jeu les fonctions multiformes. 


Problème 4.6 


Soit F(p) = £L {t*u(t)} la transformée de Laplace de f. Comme r“u(r) est à croissance lente son 
ordre exponentiel est zéro et F(p) est analytique dans le demi-plan Re p > 0 que l’on notera IT". 


ED Pour p réel on a 


soc f'rena x [(9 (9 
0 u=pt 0 


1 f, T(@ +1) 
— a+l u°e ‘du — p*+1 
P 0 


FD La variable p est maintenant complexe. On fait le même 
changement de variable que ci-dessus mais la variable u 
devient complexe et décrit dans le plan complexe un che- 
min radial À (voir figure 4.5) incliné d’un angle Arg p par 
rapport à l’axe réel : 


1 
F(p) = x Juve-"au 
P A 


Figure 4.5 


Pour évaluer l’intégrale ZA — [l u*e “du on va calculer l’intégrale 17 — Jrveaz où l'est 


A 
le lacet de la figure 4.5. De par le théorème de Cauchy, /r = 0; de par le 2 lemme de Jordan 
l'intégrale sur l’arc de cercle — 0 quand À — © car 


Le < Rt+tlerRcos 0 
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pour 4 € [0, Arg p| avec Arg p € ] — _ 5 qui correspond au domaine d’analyticité de F. 
Finalement l'intégrale sur A est égale à l'intégrale sur l’axe réel : 


Li | x*e "dx =1(a+1) 
0 


Donc pour p complexe dans IT* on a encore 


mais Où, par continuité, c’est la détermination réelle pour p réel positif de la fonction multi- 
forme complexe p“*! qui doit être choisie. Du fait de l’analyticité de F(p) la coupure doit être 
dans le demi-plan Re p < 0. 


ED La transformée de Fourier de e 7! “u(t) est donnée par : 


Fe tuG)}= FI fe de dr | te CH} gr = F(1+2imr) 
0 0 


Appliquons la formule de Parseval au couple : e* #“u(r) +7 F(1+2imv) 


| e% fear = | FA +2irv)" dv 
0 O0 


: F2a+1 
d’une part : FL e A p2aqr — Sn 
0 
k OO | 2 2 OO 1 
d’autre part : he FA +2imv)f dv = [T(a + 1)] ‘a anne dv 


2er] rt _ a+ DL [rar 
_ 0 (+4m pat yum 27 Jo (A+y)*! 


1 
4 


1 | 
= [F(a + 1)] Ba + : 


En égalant les deux parts on obtient 


T@a+1) 1 2.1 
er >.) BOL 


1 
5) 
On va utiliser r(r( ï r'( ï 
1 1 5 a+; a+; 
D ND pdd 
Gra+;) at) VrEG D 
et remplacer l'(2a + 1) = 2al'(2a) et ['(a + 1) = al (a). On en déduit le résultat 


La) (a + D — ve l(2a) 


D2a—1 
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Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Où on s’aperçoit que la transformation de Laplace pour des valeurs complexes de la 
variable p et la transformation de Fourier sont intimement mêlées. Cela conduit à une 
démonstration élégante de la formule de duplication. 


Problème 4.7 


HD Ona 


ee) ee) 
2 2 : 2.2 A 2 5229 2 
Fe } —_ et e ZT" dt _ eT V em) dt _ eT V e © dz 
Z=tHiTv A, 


— OO — OO 


2 
où le contour À, est la droite {z| Im z = mr}. Pour évaluer l'intégrale 14, — | e* dz calcu- 


v 


lons 17 = | e “dz où l'est le contour 8 de la figure 4.4 avec À = 7v. D’après le théorème de 


F 
Cauchy /r — 0. 
Sur BC:z=R+iy; 


À ñ 

2 D 2 à 2 
ZBc - | e Re Re idy = [ec| < ee | e dy — 0 
0 0 


R—oo 


Même chose sur DA. 
Sur CD on a z = x +iry et dans la limite où À — © on a 1cp — —I1,. Donc 


im Ir = -Ia, +] e* dx > I, = VTT Vy 


On en déduit F {er} = re". 


1 OO e2iTvt 
= ———— dt 
Flr) |. [+1 


—2iTVz 


FD On veut calculer 


Pour cela on intègre la fonction f(z) = sur le contour [’ (contour 1 de la figure 4.1) : 


z4+1 


e2iTvz 
Ir — z dz 
A Z° + 1 
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Les pôles de f(z) sont les solutions de +1—=0— 7 = +eti7/4; seuls les pôles eiT/# et 
—e7i7/# = 37/4 sont entourés par le contour. Donc 
| : —DiTvz e2iTvz 
k = 2ir IRes(, el7/#) + Res(f, e%7/+)| = dir - a | 
47 eir/4 47° e3ir/4 
exp —2irv (1 ” /V2 exp iv (1 + n) / V2 
— 2im Ae3ir/4 Aeir/4 


er! _ exp L re 24 Z)| + EXP |-i (-7» + ail) 


—3im/4 —Sim/4 _ ,-im/4 


où on a utilisé le fait que e et que e . Finalement 


Ir = me" V2 sin (7 TV 242) 


iO 
On décompose Fr le long du contour : 7r = 118 + IC ; sur C : z = Re; 
exp[—-2irvkR(cos 0 +isin 01» 0 
1 = © ;iR e"d0 
” Î Rte“iô+1 
Hcl < < [ (27vR sin 0) d0 
LL ——— exp(27vRk sin 
C R4 y] : P 


Comme sin 0 > 0 pour que exp (27zR sin 0) reste bornée quand R — co il faut » < 0. Dans 
ce cas exp(27vR sin 0) < let 


, 
Hc| < our] EE 
On a donc 
LOS .F = re" V2 sin (— TvV2 +— 2) 
14+1 


Pour traiter le cas » > 0 il y a deux possibilités : soit choisir un contour dans le demi-plan 
Imz < 0 qui permettra de majorer l’intégrale sur le grand cercle puisqu’on aura sin 0 < O0, 


soit utiliser le fait que la fonction f(f) — est paire et donc qu’il en est de même de sa 


A 
L 4 + Ed ° æ 
transformée de Fourier. Le résultat obtenu ci-dessus pour v < 0 est étendu par parité aux v > 0. 


F(v)= 7e "VV? sin (r jo] V2 + =) 


On peut facilement vérifier le résultat pour = 0 : F (0) — Le : 


V2 


F(0) — Î[. L a-2f D 2x3 fa 
L dl E 0 {+1 7 4 0 u +1 
1 1 3 1 7 T 
— = ff —__ = 
2 G? 2 sin Z 6] 
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ED La transformée inverse recherchée s’exprime par l'intégrale de Bromwich-Wagner 


1 e* 
1)= — | 
f) ere * 


où À est un axe vertical qui doit se trouver dans le domaine d’analyticité de F(z). La fonction 


F() = =——— a des pôles en z = —1 + i donc F(p) est analytique pour Re p > —1;on 


peut donc prendre À — {p \ Re p — 0} : axe imaginaire. 
Pour calculer cette intégrale on va choisir un contour fermé [constitué d’une portion d’axe 
imaginaire entre (—R, R) et fermé par un demi cercle C dans le demi-plan Rez < 0. On va 


calculer j . 
e 
= — | —————dzZ 
À 2iT l z2+27 +2 
Les pôles de la fonction z1,2 = —1 Æ à sont tous les deux entourés par le contour 
1 e’! a 
I = —— x ir |Res | ————,7—7,; | +Res | ——,7—7z 
Û 2ir | EE : z2+27+7 | 


el} Q—1-iy En 
—_ — — ——— —=e "S$sin 
Di 2i 


Par ailleurs 


e’! 5 ert cos bit sin 0 . 
Îc = ne mil ——  —iRe"d0 = |I 
c [ . Ret=a)Ret=a) He 


37 


< R [ eRt ©5040 
CR 


Sit > 0, comme 0 € Es 7) = cos 4 < OeteŸ%0 £ 1. Donc Zc — Det 


f@)=e "sint pourt >0 


Si t < 0 on prend comme contour [la portion d’axe imaginaire entre (—R, R) et fermé par un 
demi cercle C dans le demi-plan Re z > 0 au lieu du demi-plan Re z < 0. Dans ce cas 


ECIES | C1 


On a maintenant t < 0 mais cos 4 > 0 et de nouveau e SP £ 1 = Je — 0. Cependant, il n’y 
a plus alors de singularité à l’intérieur du contour et donc (théorème de Cauchy) /r = 0. On en 
déduit donc 

ft)=0  pourt <0 


Et finalement 
f(@) = e "sint u(t) 
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ED Ona 


1 CO e2iTvt 
F — dt 
{ coshf } |. coshf 


intégrale que l’on cherche à calculer. Pour cela on intègre la fonction f(z) 


e72iTvz 


.cosh z 


sur le 


contour 8 de la figure 4.4. f(z) a pour pôles zx = (2k+ DS Seul le pôle z9 = . est entouré 


par le lacet T° ; on en déduit : 
re" 


e2imvt | e2imvt 
Ir = dz = 2irT — 
r Coshz sinhz | _i 
2 


R e2imvt 
LAB | dt 
R Coshf 


—R e2imv(i+#im) : 
Icp = . —— dt = ot TAB 
R 


cosh(f +iT) 


Sur le segment AB : 


Sur le segment CD : 


Sur le segment BC :z=R+iy 


T e72iT/(R+iy) : 
I — ——;i 
si | cosh(R +iy) Ÿ 
27vy 1 1 — —27VT 


I < ————{\ < —— —27v) = 0 
rc| | [cosh(R +iy)] Ÿ ne . Ÿ 2rvsnR 


où on a utilisé 
DA un calcul analogue conduit au même résultat. Finalement 


._ ee) e2imvt ; 
l+e7T” dt = rer”? 
one |. coshf ds 
1 : T 
coshr f  cosh(r?) 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Le calcul de transformées de Fourier et de Laplace passe souvent par le plan complexe. La 
transformation de Laplace inverse est par définition une intégrale dans le plan complexe 
mais elle est assez peu utilisée car la bonne exploitation d’une table et des propriétés de 
la transformation permet de résoudre la plupart des problèmes. Le calcul montre comment 
l'intégrale de Bromwich-Wagner engendre une fonction causale. 


sinh(a)| < |cosh(a +ib)| < cosh(a) qui se déduit de l’inégalité triangulaire. Sur 


119 


Chapitre 4 - Intégrales complexes; théorème des résidus 


Problème 4.8 
D On a 


AG) = ÿ un 
n—=0 


avec Un — + Utilisons le critère de d’ Alembert pour la série des valeurs absolues 
£ 


[un+ | _ [Xn+1 | z[” Ko 
— 


Wunl  fxul [z| [zl 


n+1 


Cette limite est inférieure à 1 si |z| > Ro. La série converge donc absolument et uniformément 
dans tout domaine |z| > R > Ro. Sa somme est donc une fonction analytique dans ce domaine. 


FD A(:), analytique dans le codisque, y admet un développement en série de Laurent centré en 0. 


Afj= ÿ er 


avec 1 A ) 
Z 

1 D: 4.1 

dir r zrH ( ) 


où [l'est un cercle centré à l’origine et de rayon À > Ro. En identifiant à la transformée en Z 
on obtient 


ORNE) à 
n=0 


n—=—C 


| 
Xn C_n a. A(2)z"7! dz n > 0 
2iT Jr 


Il reste à montrer c, — 0 pour n > 0. Pour cela posons Z — 1/z dans l’équation (4.1). 


Cn G(Z)Z"-! dZz 


| nr Jr 
où G(Z) — A(1/Z) et L” est le cercle de centre O et de rayon p = 1/R. Comme À est analy- 
tique pour |z| > Ro, G est analytique pour [Z| < p0 = 1/ Ro. Donc pour n > 1, G(Z)Z"” "est 
analytique dans le disque |Z| < p et l'intégrale est nulle. 

ED On considère la fonction 


z 


z? — 2zcosha +1 
Z 


(eee = 6") 


A(z) a >0 
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Corrigés des problèmes 


a) La singularité de plus grand module est e* puisque a > 0; donc Az) est analytique pour 
[z| > Rj=é,. 


b) Utilisons pour x, l’expression de la question 2) 


1 & a ad 
= 5e Meme 40 RSS (aie) + es (aie) 


na — na 


e e sinh na 


+ = — 
(et —e74) (et —eû) sinh a 


c) On peut obtenir directement ce résultat par un développement de A(z) : 


e” é 
A 2sinha Ê — e4) : (z — | 


Comme zl > >e 


a 


Il e er” 
A(z) — 2 sinha Ë — ©) E z( — _ 


et OO et OO et n 
a (C te _) - S(S)) 


n—= 


— a  — EE _— Xn — = 
2 sinh a z" . sinh a 
n— 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La transformée en Z est une série de Laurent, d’où une forte connexion entre transfor- 
mation en Z et méthodes du plan complexe. Attention : une transformée en Z c’est une 
application + son domaine de définition. La même application définie sur des domaines 
(couronnes d’analyticité) différents conduit à des signaux numériques différents. 


Problème 4.9 
ED Calculons à : 


,) T !) 7/2 T 4 7/2 
do = 2 In(sin f)dt — — | In(sin f)dt +] In(sinf)dt } — = In(sin f)dt 
T Jo FT |Jo m/2 T Jo 
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où on a fait le changement de variable #” — 7 — t dans la deuxième intégrale. Effectuons 
| T 
maintenant le changement de variable f” — a. tona 


7/2 m/2 1 m/2 m/2 
| In(sint)dt — | In(cos r’)dt” — : | In(sin t)dt + | In(cos t)dt 
0 0 0 0 


1 7/2 I 1 7/2 
— | In(= sin 2f)dt — nos | In(sin 2f)dt 
2 Jo 2 4 2 Jo 


Faisons dans cette dernière intégrale le changement de variable # = 24 


7/2 1 T 
.. In(sin 2f)dt — 5 In(sin f’)dt’ 
0 2 Jo 


En revenant à l’expression pour &o : 


4 1 [7 
_— 2 {-Tin2+3 / intsin Hd} 


1 
— In2 + 740 = do = —21n2 


D Exprimons le coefficient a, : 
2 T . 
y 2 In(sinf) cos(2nt)dt 
T Jo 


On fait une intégration par parties en posant # — In(sin r) et v’ = cos(2nr). On obtient 


1 T cost 


An = —— : 
7n Jo Sint 


sin 2nt dt 


ED Calculons cette intégrale par le changement de variable z = e/! 


1 fTsin2nt l 7 sin2nf 
D = = — - cos f dt = —— . 
7h Jo Sint 27n J_,7 Sint 


2n 4n 2 
2 LE )E LL É-DEn 1 
dian Je z-—-> CA 4 din Jc on . 


On a l'identité 7° — 1 = (2° — 1) (277 +2 T4... #27 +4 1); il s'ensuit 


cos t dt 


Le — 1) (z° + 1) 1 (ere LEE. EyrÆ 1) 4 + 1) 
7? | z2n+i = Z2n+i 
PNR OCEM ARSM NE El 
_ z2n+i 
1 2 2 > _ e 
— + + + +2 +224... +27 CRUE CL 
z2n+ z2n— z2n— Z 
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Corrigés des problèmes 


La seule singularité de cette fonction est un pôle d’ordre 2n + 1 en z = 0. Le résidu est le 


coefficient du terme en — qui vaut 2. Donc 
£ 


z2— 1] 2n+1 
1 1 

> An=—-——4ir = —-- 
din 


Finalement Qnt) 
cos(2n 
In(| sinf|) = —-In2 — ——— ; tÉkT 
([sint|) DD er # 
n>1 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 

Le théorème des résidus permet de calculer simplement une intégrale trigonométrique non 
triviale et conduit à un développement en série de Fourier d’une fonction (intégrable) non 
bornée. 
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DISTRIBUTIONS 


RAPPELS DE COURS 


Définition 5.1 
On note S l’espace vectoriel des fonctions de R — €, à décroissance rapide! . Une distribution 
tempérée T est une fonctionnelle linéaire et continue de S — € 
T:S — C 
@ — <T,@6> 


L'ensemble des distributions tempérées est un espace vectoriel sur C noté S”. 


e Distributions régulières 


À toute fonction tempérée f (localement sommable et à croissance lente) on associe une distribu- 
tion notée | f ] et dite régulière 


[F1 : ge — {Lf], g) = Î. f@)e(r)dt 


On fera fréquemment un abus d’écriture en notant [| f(1)] au lieu de [ f] la distribution associée à 
la fonction ft — f(f). 


e Distributions singulières 


Ce sont les distributions dans S” qui ne sont pas régulières (auxquelles on ne peut pas associer une 
fonction). Exemples : 


— Dirac 6 : @ —< ô,@ >= o(0); 


ln 1 1 t 
— Pseudo-fonction _ PF : p D <Pfe, p >= lim ef t[E (AU) ); dr} 


: 1 1 o(t 2@(0 
— Pseudo- fonction -; PE : @ —<Pf— 29 >— lim Un +[ "0, : #0 2} 


e Égalité de deux distributions 
Ti T; Es (Ti, æ) (D, @) Ve se 


1. D est à décroissance rapide si est C® et V(n, p) € N°ona | Eee 
t|— co 


EP] = 0. 
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Chapitre 5 - Distributions 


e Multiplication par une fonction tempérée C© 
gT'o—<gT,o>=<T;,go@ >; on écrira souvent g(f)T à la place de gT. 


e Symétrie 


À toute distribution T on associe la distribution T_ (l’analogue de la fonction f(—f)) définie par 
p—<T_,pg>=<T,Ep_ > oùç_ (tr) = e(—-t);une distribution est paire (impaire) si T_ = +T. 


°e Translation d'une distribution 

TT: p—<T,;,p >=<T,p_, > où et) = œ(t +4). 

e Dérivée 

T'i@g—<T',g…>=-<T,g >;on montre par exemple que [u]' — 6 (voir exercice 5.2 BP) : 


si f a une discontinuité de première espèce en # de saut o',, alors f = f.+o,u, où fe est une 
fonction continue et [ f ]’ = [ (] + Tô% 


— La suite {T,} converge dans S’siVo e S lim < T,,g > existe. Dans ce cas la limite de la 
suite {T, } est la distribution T telle que Vo “im & lab Tp>. 


— La série ÿ T, converge dans S” si St Th, g) converge Vo € S. Sa somme T est la distribu- 


nez nez 
tion de S’ telle que < T,g >— >» (T,D)Vo ES. 
nez 
Exemple : le peigne de Dirac de période T : Iyr — ÿ ÔkT- 


k——00 


°e Transformée de Fourier F(T) 
(F{T},@) =<T,F{œ} > (on rappelle que si € S alors F {wo} € S; voir exercice 2.3). 


[1] 


e72iTva [1] _ Le "re 


Qirv)' [1] = [(Qirv)"| 


1 ju) 
(—2ir) 


[exp(2ir vot)] Ô» 


0 
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où [1] est la distribution associée à la fonction constante  — 1. On note ITT le peigne de Dirac de 
période T = I. 


ÉNONCÉS DES EXERCICES 


5.1 Distributions tempérées 


HD Les applications suivantes sont-elles des fonctionnelles linéaires de S — C (on ne vérifiera 
pas la continuité) ? Le cas échéant, préciser de quelle distribution 1l s’agit. 


ds T0 [l bOdt bé (T,é)= [l état 


OO 


Op (Th =S p"(O)  d—(T,b) = bn) 
n=0 n=0 
FD Montrer que [ f]1_ = | f-] et{fl, = [al 
ED) Montrer que 
1 


1 Il 
a) (ô4, D) = D (a) b) (re) _ P—— c) 6 est paire ; Pf= est impaire 
: — 4 
FD Multiplication par une fonction 

l 1 
a) calculer 1) 10 2) (PS 3) (PTS 
b) Montrer que pour f tempérée C® :[f] = f[1]. 
c) Soit g une fonction tempérée C® ayant des zéros simples en {#}, k € [1,n]; montrer que 


la distribution 
n 
T — ÿ dk Ôk 
k=1 


où les &, sont des constantes arbitraires, est solution de l’équation g7 = 0; 
Application : trouver T dans S’ telle que sin(7f)T = 0. 


LD Série : montrer que la série qui définit le peigne de Dirac est convergente dans S”. 


5.2 Dérivées 


D Dérivées de 6 
a) Montrer que #8? — 0 pour n > p. 
b) Calculer #60. 


FD Montrer que [ul], = ô,. 
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Énoncés des exercices 


ED Dérivée de fonctions discontinues 
a) Montrer que si f, fonction tempérée, a une discontinuité de 1ère espèce en # de saut o,, 
alors on peut définir f. continue telle que f = f.+osur. 


b) En déduire [ f]' = [ f!] +o4ô. 
FD Calculer la dérivée des distributions suivantes 
, Il 
a) [ff] b) [sign] c) [In fr] d) PF 


5.3 Convolution 


Le produit de convolution de deux distributions ne peut être défini que sous certaines conditions 
sur le support des distributions intervenant dans le produit. En revanche on peut toujours définir la 
régularisée d’une distribution : 


DES, TES = Txb=<T,D,- > 


où D,_(x) — p(y — x). Le résultat est donc une fonction de y que l’on interprète comme le produit 
de convolution d’une distribution avec une fonction. Pour une distribution donnée on peut étendre 
les conditions d’application à toute fonction (pas nécessairement dans S) telle que le membre de 
droite ait un sens. 


HD Calculer 6°” x D puis 8, + d. 
FD Montrer que 


1 
Pesg=PP | 
X 


où PP désigne la partie principale de Cauchy. 


20") à 
y—y 


5.4 Transformée de Fourier 


ED Établir que les propriétés suivantes de la transformation de Fourier des fonctions se généra- 
lisent aux distributions tempérées : 
a) F Le FO} = F {FO} 0 
D F{f(G—t0)} = e TT {f()} 
O F{FOX= —-2invF {f(E)} 


d) F {tf()} = di {FO} 


B Établir que F{[11} — 8 et en déduire à l’aide des résultats de la question précédente les 
transformées de Fourier F {[r]},F { [error] } 


5.5 Transformée de Fourier 
. nn ns ji I 
HD Déterminer la transformée de Fourier T de la distribution tempérée Pf 7 


1 Il , _ pG) > pr) (0) 
ON (Pré) = 1m { ÿ- Has Par 20) 


— OO € 
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l 1\° 
en utilisant l’identité PE + (r a :) : 


D) Déterminer la transformée de Fourier au sens des distributions de la fonction f — tu(t). 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 5.1 Transformée de Fourier de l’échelon de Heaviside 


La fonction { — u(f) n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonctions. En revanche 
on peut définir la transformée de Fourier de la distribution régulière [u] associée à cette fonction. 
On note U — F{[u]} sa transformée de Fourier. L'objectif de ce problème est de déterminer U. 


| : . 1 1 
ED On prend la transformée de Fourier de l’équation [u]! — 8. En déduire que U — a. : +aÿû 
 - iT 
où a est une constante arbitraire. 


2 
FD Déterminer cette constante en évaluant U sur la fonction test ho(f) — e”" de deux façons 
différentes. 


ED Application : retrouver la transformée de Fourier de la fonction « porte » [Ir (chapitre 2). 


Problème 5.2 Convolution et transformée de Fourier - Relations de 
Kramers-Kronig 


Voir au préalable l’exercice 5.3. 

HD Si T est une distribution régulière associée à une fonction tempérée f intégrable (ou de carré 
intégrable), T = [f], montrer que T x @ = f x @. 
Dans ce cas on conclut que F {T x} = F{fxçe} =F({f})F{e}. 


On généralise ce résultat au cas où la distribution T est singulière mais possède une transformée 
de Fourier qui est régulière : 1F tempérée telle que F(T) = [F]. Alors F(T x @) = F.b où 
D = F(E). 

Inversement si f est tempérée mais n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonc- 
tions, et € S alors F(f.@) = F([f]) x F(o). 


© Application : Relation de Kramers-Kronig. Soit ç une fonction causale admettant une transfor- 
mée de Fourier d ; la causalité se traduit par l’identité @ = ç.u où u est l’échelon de Heaviside. 
a) En prenant la transformée de Fourier de cette équation au sens de ED établir que 


d(v) = LS D 2) y 
iT LS HT 


b) Établir les relations de Kramers-Kronig entre la partie réelle A(v) et la partie imaginaire 


B(v) de D(v). 
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Énoncés des problèmes 


Problème 5.3 Transformée de Fourier du peigne de Dirac : III— >. Ôn 


nez 


On désigne par {e, } la suite de fonctions de R dans C 
te) = FT nez 


et par [e,] la distribution tempérée associée à la fonction e,. 
D Montrer que la série Ÿ Len] est convergente dans S’. 
nEZ 
FD On désigne sa somme par T. 
a) Montrer que e, T =T. 
b) Montrer que 71 = T', où 7 désigne la distribution T décalée de 1. 


c) Déduire de ces résultats que T = a ÿ ô, où 6, est la distribution de Dirac décalée de n et 


nez 
a une constante arbitraire. 


T 


d) En calculant de deux façons différentes le nombre < T',0 > avec Do(t) = e7 
que a = I. 


2 
©, montrer 


ED Déduire des questions précédentes quelle est la transformée de Fourier du peigne de Dirac : 


IT Ÿ 6. 


nez 


Problème 5.4 Spectre d’une fonction périodique 


HD Soit f une fonction continue, périodique de période T — 1 représentée par sa série de Fourier 


f) _ >. cLeiTat 


nez 


On désigne par [e,] (n € Z) la distribution régulière associée à la fonction e,(f) = e 
[.f] la distribution régulière associée à la fonction f. 


Montrer que 
IS le 


nez 


2iTnt 


et par 


FD La fonction f n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonctions mais on peut 


définir la transformée de Fourier de la distributions [ f]. 
Montrer que 


F{LST = D côr 


nez 


ED On va retrouver ce résultat par une autre voie et en même temps vérifier qu’on peut utiliser 
le théorème de la transformée de Fourier d’un produit de convolution d’une distribution avec 
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une fonction même si la transformée de Fourier de la distribution est une distribution singulière 
(voir problème 5.2). 
a) Soit D une fonction de support [0, 1], continue sur ]0, 1[, qui satisfait D (0) = (1) et telle 
que 
pt) — f{t)pourtef0,1] 
— Osinon 
Montrer que 


f=Ixé 


b) À l’aide du résultat de ED vérifier que : 
FA{LSI = FUI F {9} 


Problème 5.5 Transformée de Fourier du peigne de Dirac de période 7 : 


IM,= Ÿ  ônr 


nez 


HD Développer en série de Fourier complexe la fonction g(r) périodique de période T, définie 


pour { € [0,T] par: 
2 


T 
g(t) = —t*+1T — ee 


D On désigne par [e,] (n € Z) la distribution régulière associée à la fonction à valeurs com- 
plexes : | 
Gratis 


27T 
OÙ © — T et par [g] la distribution associée à g. Le résultat de ED du problème 5.4 permet 


d'écrire 
[g1 — ÿ Cnlen] 


neZ 


(où les c, sont les coefficients trouvés en ED). 
Montrer que les séries 


Ÿ (inox, Len] et Ÿ_(-ino)c, [eh] 


nez nez 


sont convergentes dans S” et que leur somme est [g]’ et [g]” respectivement (on utilisera la 
définition de la dérivation dans S”). 


ED En calculant directement [g]/ puis [g]” montrer que 


De] =TIUr 


nez 


où [Ir — ÿ ÔAT désigne le peigne de Dirac de période T.. 
nez 
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Du mal à démarrer ? 


ED Déduire des questions précédentes quelle est la transformée de Fourier du peigne de Dirac 
IT, de période 7. 


Problème 5.6 Transformée de Fourier du logarithme 


La fonction : — In || n’admet pas de transformée de Fourier au sens des fonctions. En revanche, 
on peut définir la transformée de Fourier de la distribution régulière associée à cette fonction. On 
désigne par T = [In|f|] cette distribution et par T = F{T } sa transformée de Fourier. L'objectif 
de ce problème est de déterminer T. 

On désigne par Pf— la distribution tempérée définie par 


rl 


pES — (Pr) L im { L LOPR L 20 y +240ne} 


rl 0 (Je fl e dl 


1 2 
HD à) Calculer (Pre ) avec Do(t) = e 7". 


1 
b) Montrer que {Pf— = [sign] où [sign] désigne la distribution associée à la fonction signe(f). 


rl 


1 2 
FD En prenant la transformée de Fourier de l’équation T” +, (exercice 5.2), établir que T est 
de la forme : 


T = —=Pf— +aô 
2 rl 


où a est une constante arbitraire. 


mt 


D Déterminer cette constante en évaluant T sur la fonction test Dot) = e 


DU MAL À DÉMARRER ? 


5.1 ED Vérifier la linéarité de l’application et vérifier qu’elle est définie Vo € S. 
D et ED Utiliser les définitions. 
ED ©) Montrer au préalable que gô = g (0) 6. 

5.2 Utiliser les définitions. 


ED oc) Utiliser le fait qu’une intégrale convergente au sens standard converge aussi en partie 
principale. 


5.3 Appliquer les définitions. 


5.4 Là aussi 1l faut enchaîner les définitions des distributions ef les propriétés de la transformation 
de Fourier des fonctions. 
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1 1 
5.5 Pour ED on peut aussi utiliser If =Pf= ; pour D, utiliser F {1T } — (5) LF{T}" 


Problème 5.1 
Dans ED penser que T — & est solution de T = 0. 


ED Calculer la transformée de Fourier de la distribution régulière associée à la fonction « porte » 
exprimée en termes de la distribution de Heaviside. 


Problème 5.2 
Utiliser les définitions de l’exercice 5.3 


Problème 5.3 
La suite > T, converge dans S” ssi la suite numérique > (Ta, D) converge Vd. 


n n 


P Utiliser le résultat de l’exercice 5.1 ED o). 


Problème 5.4 
ED Attention à la permutation série-intégrale. 


Problème 5.5 . 
Même indication que dans le problème 5.3 pour la convergence des séries. Etre attentif au coeffi- 
cient d’indice 0 dans les séries manipulées. 


Problème 5.6 
ED On peut utiliser les résultats de l’exercice 1.10 ED. Pour BD, là encore penser que T = & est 
solution de £T = 0. 


Corrigés des exercices 


5.1 ED Quelles sont les fonctionnelles linéaires ? 

a) Oui : une fonction C” à décroissance rapide est intégrable donc l’application est définie 
Vh € S; par ailleurs l’intégrale est une application linéaire par rapport à l’intégrant ; on 
reconnaît la distribution T = [1]. 

b) Non : l’application n’est pas linéaire. 

c) Non; l’application n’est pas définie Vh € S. On peut trouver des fonctions de S telles que 

lim (0) ne tende pas vers zéro (condition nécéssaire de convergence de la série) exemple 


n— 00 


dt)=e". 


d) Oui car est à décroissance rapide donc la série converge Vh € S ; l’application est linéaire 
OO 


et on identifie T — D. dh puisque p(n) — (6,, pb) (voir question suivante). 
n=0 
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Corrigés des exercices 


FD En appliquant les définitions 


(Lf1-,D) = (Ifl,#-) = [l fOC-Hdt = [l f-r)bt')dr" = {[f-],d) 


(LL ; b) 


(LF1; Pa) = [l FO +a)t = [l fG'— a)p(r)dt" = ([fal, d) 


ED On applique les définitions 
a) Appliquons successivement la définition de la translation puis celle de 6 : 


(a D) = (8, D-a) = Da (0) = D + a)=0 = (a) 


b) Même chose mais avec la pseudo-fonction : 


l - 1 : Fo ® p(t+a) 
(Pr) 4) = (Pr.6…) = PP. ET dt = 22 Tai 


ep | AU dt = (Pro) 
— € t—a 


. 


c) Dans les deux cas on enchaîne la définition de la symétrie puis celle des distributions mises 
en jeu : 


(8_,D) — (8,p-) = b_ (0) = p(0) — (6,) = 5_ —< 6 


1 : 1 : 7 p-O, "PC 
((P4)_) _ (Pr.6) =PPf | a=PP]. ——dt 
= pr [Sur evil a+ (pet) = rl 


FD On applique la définition : 


a) 
1) 16: (18,D) — (ô,1D) = 1(t)=0 — 0 
0 = 
2) Pr (rrrr.0) _ im / HO ep bd = ([1], d) 
|>e 
” PE = ji 


3) PE : fl, 4) = mA | 10 y, _ 220k=0 _ im gQ) 
. H|>e l € lH1>e A 


L 1 
{ t 
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b) On enchaîne définition d’une distribution régulière et définition de la multiplication d’une 
distribution par une fonction : 


(Lf1, d) 


| fObdt = [l 1 x FO 


(11, fb) = (f111,d) 


©) On a : 864 : (88: D) — (Oa, gb) = 8 (a) (a) = (8 (a) Da, D) + 88a = 8 (A) a 
Par conséquent si g a un zéro en f} 


LÔn — g (x) Ôx — 0 


g D œô, = a gô, = D ax g () On = 0 
k k k 


On en conclut que T = ÿ «x0,, est bien solution de gT = 0. 


et donc 


k 
S1 g(f) = sin(rt) = tj — k € Z; on en déduit que la solution de sin(rf)T — 0 est 
F= ÿ ay Ôy. 
kEZ 
ED Le peigne de Dirac est défini par III = ÿ Ôn- Pour montrer que cette série converge mon- 


nez 
trons que Vo la série de terme général (6,,b) converge : (6,,) — (n). Comme @ est à 
décroissance rapide on a : 


Il 
Nin>N=Îlp(in)l <— aveca>l 
n* 


En utilisant le critère de comparaison avec la série de Riemann on en déduit que la série 
converge. 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La plupart des démonstrations résultent d’un enchaînement simple des propriétés adéquates. 
Dans ED c) la solution obtenue est la plus générale si les zéros de g sont des zéros simples. 
Si g a un zéro double en f4 alors a;ô,, est solution de g7 = 0 mais aussi B4 ô, (voir exercice 
suivant). On généralise au cas où le zéro de g est d’ordre n. 


5.2 ED Dérivées de 8 
a) Calculons (#80, $) = (80),#"p) = (—1) (8, (4)? = (-1y (#9 


lise la formule de Leibniz (voir chapitre 1) 


P P 
n 4\() 5 Ie 
CEST EE DE EEE 


k=0 k=0 


. On uti- 


t—=0 


Comme n > p l’exposant n — k > n — p > 0; chaque terme de la somme comptera une 
puissance positive de t qui s’annulera pour { — 0. Finalement #5) — 0 
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Corrigés des exercices 


b) Utilisons le résultat de la question précédente en faisant p = n. Il vient 


(8, = (1) (m6) 


t—0 


Dans l’application de la formule de Leibniz pour le calcul de la dérivée n'°"* en 1 — Oil 
reste le terme constant (k — n) ce qui conduit au résultat 


"80, b) = (—D'"nlp(0) = #80 = (—D'n!8 


FD Enchaînons les définitions d’une distribution régulière et de la dérivée 


OO 


(Hd',8-0) == (bd;8, = [l u(DE" (+ to) di 


— OO 


(LT, , D) 


L - | ®'(t+to)dt = D (to) = (ô,, d) 
0 
A [u,, — dk 
ED Dérivée de fonctions discontinues 


a) Si f a une discontinuité de première espèce en #4 on a f (5) = f (4) +04 où o, est le 
saut à la discontinuité. Donc la fonction f. définie par 


fe@) = f(t)pourt <t 
fG) — ox pour f 2 to 


est continue en to : fe (15) = fe (t ). Cette équation de définition de f. peut être réécrite en 
utilisant la fonction de Heaviside 


fe) = FE) — out — to) 


> Of = fc+oiux 
b) On associe à chaque fonction (tempérée) de l’équation ci-dessus sa distribution régulière 
Lf1= [fe1+ 0% [ur] 
et on dérive (au sens des distributions). La fonction f. étant continue on a [ f.]” — [ Fa ] qui 


s'exprime en disant « la dérivée de la distribution régulière associée à la fonction f. = la 
distribution régulière associée à f{ ». Par ailleurs [w];, = ô,,. Finalement 


LT nn FA + Tr 0 


FD On calcule la dérivée des distributions suivantes : 
a) [r| est continue ; donc {[|[]" = [||] = [sign] 
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b) La fonction sign(r) — —1 + 2u(t) a un saut de +2 en f — 0 : [sign] = 0 +26 
c) Utilisons les définitions de la distribution logarithme et de la dérivée : 


-[ In |r| p'(r)dt 


— OO 


[in (#11: b — ([n{s|], ) = — (En|s|], #') 


— lim In || p'(t)dt 
lH>e 


Cette dernière égalité vient du fait qu’une intégrale convergente au sens standard a même 
valeur que son intégrale en partie principale (voir chapitre 1). 


(n{r|},d) = —Infs OS — Infr| bG)|E + lim PO _ (Pr2.6) 


le 


Il 
+ [nil = Pf= 


d) Même méthode pour la pseudo-fonction 


1\ Eu. p'(E) 
((e4) 4) = (pr) .4) = im Par 


E | EL | > { 
€ > Î 


Il 
a 
a 


1 1\° 1 
—([Pf— =. — | = —-Pf—- 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Dans les questions ED et ED apparaissent les premières justifications rigoureuses des résul- 
tats obtenus dans le cadre de la théorie « phénoménologique » des distributions utilisée aux 
chapitres 1 et 2. 


5.3 ED Appliquons la définition 
0 + D: y — (8,D,_) = (—1)" #2 (0) 
On va expliciter la dérivée de la fonction dans le membre de droite 


(n) __ dd > 4400 
2 (0) = (=) {1 (y) 
; pra x k D" (y 


s— 
= 60 x D = pt) 
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Corrigés des exercices 


De la même façon 
da * D: y — (8a; y) on (a) 


Explicitons la fonction du membre de droite 


Dy-(a) = (y — x), = by — a) = ba (y) 
— Ô« * () De Pa 


PD Appliquons maintenant à la pseudo-fonction 


(Pre 6) = PP [Lux 
X X 


_ pp | g0") à 
JS 


1 
Pf— * D 
x 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La convolution de deux distributions est un problème compliqué ; la « régularisation » en est 

une version simplifiée mais qui permet d’obtenir 1c1 des résultats utiles. Notons que l’appli- 

OO ! 
d(x") 


LoX—x 


dx’ est appelée transformée 


cation qui associe à une fonction d l’intégrale — P P : 
“ 


de Hilbert de @ et notée H {p}. 


5.4 ED On va établir que les propriétés de la transformation de Fourier des fonctions restent 
valables pour les distributions tempérées ; pour cela nous allons abandonner les notations 
{ «— y au profit de notations « neutres » x + y; par ailleurs dans tout l’exercice nous 
noterons D — F {o}. 

a) Il s’agit de relier la transformée de Fourier de la distribution T à celle de e77"*T, Mettons 
en œuvre les définitions relatives aux distributions 


CPGE k g) — CNT, Fio)) — (ONT.D) _ (Te oO) 


Utilisons la propriété de la transformée de Fourier des fonctions (voir table dans le chapitre 2) 
F{o_, Oo) = e "7% (x) où &_,, (y) = (y + yo). On en déduit 


(ie 00) = PF ion Pit on, = (F{Thue) 
+ FOUT EP 


b) Il s’agit de relier la transformée de Fourier de la distribution T à celle de sa « décalée » T,,. 
On enchaîne les définitions 


(F{Ta},e) = (Ta, F {E}) = (T, Da) 
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où _4(y) — D(y + a). On utilise maintenant la propriété de la transformée de Fourier des 
fonctions p(y + a) = F te al 


he) = (NF E)) = (FAT) TG) = (EF IT} 6) 
+ FiTi=e TAFÎTI 


c) Même méthode 


(F{T'},6) e (T',@) _—_ (T,#') 


1 
Utilisons la propriété : F {1f(t)} — FU = —h = F{2irxç(x)}; il vient 


(F{T'},@) = (T,F{2inxo}) = (F{T},2inxe) = (2irxF {T},œ) 
+ FAIT }T= Uri FIiT) 


d) Encore la même méthode 
(F{xT},œ) = (xT, D) = (T,xd) 
Utilisons la propriété F { f'(1)} = 2invF { f()} = xd (x) — Fe (y)} ; on déduit 
Farhe = (rx ati) = x (FAT EN = (FITT 6) 


D Établir que F {[1]} = 6 


CFA e = (06-/ éœu- [ emgcmal -60 
— 66 — OO y=0 
— (ô,9) = F{[1]} <= 
On en déduit (en utilisant le résultat de l’exercice 5.1 ED b)) 
1 
Fi = F {D = 5 {NY = 7° 


Ale) —_ PET Te _  F{UD, = _ 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Les distributions tempérées sont conçues pour permettre de définir la transformation de Fou- 
rier et de généraliser son application au-delà des fonctions intégrables ou de carré intégrable. 
C’est ce que montre le résultat de B2. 
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Corrigés des problèmes 


5.5 ED On prend la transformée de Fourier de l’équation 


/ 
nie (re)  F = inv {ia [sign]} = 27° [li] 


où on a utilisé » [sign] = [|v|] (voir exercice 5.1). 
2) La distribution associée à la fonction { — tu(t) est T = [fu] = t [u]. En utilisant la propriété 


1 
F{T}=-—|F{T}] ‘et la table on en déduit la transformée de Fourier recherchée 
ZT 


1 1 (1 1 1 1 
Tee SR 
PRIS 00 LE Dim 3) Ain 4m P 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


On peut très facilement élargir la table des transformées de Fourier des distributions par une 
utilisation pertinente de diverses propriétés, à l’image de ce que nous avons vu au chapitre 2. 


Corrigés des problèmes 


Problème 5.1 
ED On prend la transformée de Fourier de l’équation [u]! — 6 


(2irv)U =1[1] 


1 l 1 
On a montré dans l’exercice 5.1 que tPf- = [1]. Donc U = ——Pf- est solution de l’équation 
; k . 2iT ,v 
ci-dessus. Par ailleurs, puisque vô = 0, on obtient la solution générale 


1 
= pl 406 
2iT v 


où a est une constante arbitraire. 
D Rappelons dot) = e 7" À Dot) = e 7” 
(Fu], d) ([u], F(b)) 


hi 1 er 
2 2 
——Pf- +aô,e 7” ) — = | dv +a (ae ) D 
2iT v ZT Jhyse V 


où la première intégrale est nulle par (im)parité. D'autre part 


([u], F (o)) u(vje- dv ) eT dv — | 2 Fix — 
0 0 


— OO 


(F[u], bo) 
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1 
On en déduit a — 5 et 
1 1 1! 
Flu] = ——Pf- + -6 
ee 
ED La fonction porte peut s’exprimer : I7(#) = u (t+7T/2) — u (1 — T/2). On écrit la même 
identité entre les distributions associées à ces fonctions 


Hr] = [u]_72 — [ur 


On prend la transformée de Fourier de cette équation ; en utilisant la propriété de la transforma- 
tion d’une distribution décalée (voir exercice 5.4) on obtient 


F{lr}} 


| 1 1 1! 
ÉmVT __  ,—imvT = Dj si T Pf— + —6 
(e e }Z {[u]} isin(TrT) E - + - | 


1 1 
— sin(7vT)Pf- 
T V 


puisque sin (7vT) ô = 0. Évaluons cette dernière distribution 


: (sin (rvT)Pf2, 6) L (Pr. sin(vT)4) _ L hp I sin CLERE AUS 
T V T V T 


un. V 


T ([sinc(vT)],@) 


On en déduit que 
ni [Ir] } — T [sinc(vT)] 


Comme les fonctions associées à ces distributions sont dans £? on retrouve la même égalité 
entre les fonctions 
F {Ir} =T sinc(vT) 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La fonction de Heaviside est fondamentale notamment en traitement du signal. Ce n’est 
que dans le cadre de la théorie des distributions que l’on peut donner rigoureusement un 
sens à sa transformée de Fourier, comme on peut le vérifier par la présence d’un ô dans 
cette transformée. 


Problème 5.2 
ED Si T est une distribution régulière associée à une fonction tempérée f, 


Txe (T,d5-) = (Lf1,#,-) = Fa) — x)dy 


= f+xop 
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Corrigés des problèmes 


D Application : Relation de Kramers-Kronig. 
a) On prend la transformée de Fourier de l’identité @ = ç.u qui traduit la causalité de D 


pg — qu—F{ip;=F{pu; = b=pbxF{u} 


l 1 1 Il 1 1 
D — Dx|—Pf-+-ô| = —px+xPf-+-D (puisque D x Ô = D) 
27m v 2 2ir v 2 
il 1 l 10 : 
> p=—pxPf- = pv) = —PP Po) a 
ÎT V ÎT en 


b) Les relations de Kramers-Kronig s’obtiennent à partir de cette dernière équation en expri- 
mant en termes de parties réelle et imaginaire et en identifiant : 


dE) = AO +8 = PP | ACIHBO an 
A) = PP|. Po 

T nu 
BG) = —ZPP Î 27 

T DR 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


L'intérêt du calcul au sens des distributions apparaît dans ce problème où les relations 
de Kramers-Kronig sont obtenues très simplement. Nous verrons dans le chapitre suivant 
une méthode un peu plus longue en utilisant l’intégration dans le plan complexe. Notons 
que les intégrales qui apparaissent dans ces relations sont les transformées de Hilbert des 
fonctions B et À (voir commentaire du corrigé de l’exercice 5.3) ; les relations de Kramers- 
Kronig peuvent donc s’exprimer en disant que la fonction À est la transformée de Hilbert 
de B et B la transformée de Hilbert de — A. 


Problème 5.3 
Les fonctions e, de R dans C sont définies par 


is eee T6 nez 


et [e,] est la distribution tempérée associée à la fonction e,. 
ED Appliquons la définition de la convergence d’une série dans S”’ : calculons ([e,], ) 


CARE | e 7" p(t)dt = Y{n) 


où # — F(); on sait que si D € S =>  E S donc Y{n) est à décroissance rapide pour n 


grand et la série ÿ Y(n) converge (voir exercice 5.1 ED). Donc la série de terme général [e,] 


nez 
est convergente dans S 1: 
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FD On désigne par T — Ÿ el ; par définition (T, p) = », (Leul, D). 
nez nez 
a) On calcule e,T : 


(e1T,D) — (Trad) = | ë Te No(idt 


nez — 


— ÿ (Len+1], D) . >» (Le ], ) =. (T,) 


nez n'EZ 


On en déduit bien e,T =T. 
b) Soit 7; désigne la distribution T décalée de 1. 


(id) = (T,b1)=) | er 2m" Gi + Di = >» JL De ae gd 


neZ® nez 


E fem gr = (6) 


nez 


ce qui entraîne 7, = T c’est-à-dire que la distribution T est périodique de période 1. 
c) En utilisant le résultat de l’exercice 5.1 on déduit de la relation établie à la question BD a) : 


aT=Te(e-DT=0=T=N &6, 


n 


où les f, sont les zéros de la fonction e, — 1 = er AT 1] = 0 = 4, = n € Z. Dela 
condition établie à la question P2 b) on tire : 


(ne Ti — Ÿ_anôn — Ÿ_ anônx 7 An = An+1Vn 
n 


n 


Em — aVn=æT=a à, 
nez 


d) Ce résultat permet d’exprimer (T, Do) de deux façons différentes : 


T =Y {e,] > (T ,d0) = ([en], Do) = ÿ Î. e2imnt nl. _ + 


nez nez nez nez 
NS ‘1. 2 —Tt? Tv 
où on a utilisé F {e } = € : 


T=Aû ÿ Ôn = (T,Do) = a ÿ (ôn:Do) = a Ÿ_ dot) = à De 


nez neZ nez nez 


On en déduit 


-a=l1=T Ÿ Le] = 111 


neZ 
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Corrigés des problèmes 


D Écrivons la transformée de Fourier du peigne de Dirac : 
FUI} DE Ÿ_ F{ô} =Ù Le] 
nez nez 


En injectant le résultat de la question précédente on a 
FAN = TU 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Première démonstration de ce résultat très utile en traitement numérique du signal qui 
établit que le peigne de Dirac est invariant par transformation de Fourier. 


Problème 5.4 
HD Calculons 


(LF1, b) = A L HOTVOQUE L L D. p(H)dt 


nez 


La fonction f est continue, périodique de période 1, donc sa série de Fourier converge unifor- 
mément sur R. Si on permute l’intégrale sur f et la somme sur n on obtient 


vs Ch [ en b(t)dt 


nez _ 


OO 


avec [l el p(t)dt = ÿ(2rn) où # = F {b} est à décroissance rapide. Donc cette série 


est convergente. 
(Lf] , À) — ÿ Ca | ent p(t)dt De ÿ Ca ([er] ; À) — ( Ca [en] 4) 
nez me. nez nez 


où, dans la dernière égalité, on a utilisé la définition d’une série dans S”. On a donc 


[f1= ÿ cle] 


nez 


FD On prend maintenant la transformée de Fourier de cette identité 


FAI} =D CF {ler]} = D cnôr 


nez nez 


ED Soit D une fonction de support [0, 1], continue sur ]0, 1[, qui satisfait D (0) — (1) et qui 
coïncide avec f sur cet intervalle. 
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a) La fonction 


Mxp= 3 tin) 


nez 


est en fait la répétition périodique de période 1 du motif D défini sur l’intervalle [0, 1]; il 
s’agit bien de la fonction f. 


b) La fonction f n’admet pas de transformée de Fourier. Cependant, si on prend la transformée 
de Fourier du produit de convolution qui la définit et qu’on applique la règle de factorisation, 
on obtient un résultat qui est une distribution. On va chercher à l’identifier à la transformée 
de Fourier de la distribution | f ] : 


F{N}F{#}=IMy=S vpn) 


nez 


où on a utilisé F {TITI} — IIT. Dans cette équation # est la transformée de Fourier de @ et 


OO 1 
bn) = F{b()}|, = J 777" p(t)dt == | e 7" p(t)dt 
0 


— OO 


Mais sur l’intervalle [0, 1] D coïncide avec f donc #(n) =c,. On retrouve le résultat de la 
première question ce qui permet de conclure 


f=Ixp —= F{IIxD} n'existe pas mais: 
FF {D} = FAI 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Ce problème montre que le spectre d’une fonction périodique est une superposition de 
distributions de Dirac pondérées par les coefficient de Fourier de la fonction. Ce résultat 
est largement utilisé en traitement du signal. FD met en évidence la difficulté d’utilisation 
de la règle de factorisation du produit de convolution par la transformation de Fourier : 
T x @ est une fonction, donc F {T *x b} aussi (si elle existe) mais F {T } F {h} est une 
distribution. 


Problème 5.5 
HD Le coefficient de Fourier complexe de la fonction g(r) est donné par 


le fT T? | 
Cn = r/ (-r AT — —) er 
FE à 6 


27 : : . 
avec © — T- En intégrant deux fois par parties on obtient 


;s nZÆ0 ; pourn — 0 on trouve c — 0 
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Corrigés des problèmes 


M Les séries 


: 
Ÿ_C-ino)cs le] = D Le] = Gi et D (-ino)clel=2 D Le] = G2 


nez neZ* nez neZ* 
l. 44 DS : 2: 
sont convergentes dans S’ ; démontrons-le pour la première : il suffit de montrer que la série 


2 
numérique de terme général (ten 6) est convergente Vo. 
no 
2i e7in® 2i œ 
(ten é)- | h(t)dt = —ÿ (n>—) 
no J_ no 27 
où 4 — F{b}. Suivons le même raisonnement que dans le problème précédent : puisque d est 


: | | : 2i A) 
à décroissance rapide, il en est de même de sa transformée de Fourier ; donc ET (n >=) 
no T 


décroît rapidement avec n ce qui assure la convergence de la série. 
Montrons que Gi = [g]’ 


([gl',g) = _{18= E EU (Lenl, #) = d ze eo pl (t)dt 


neZ* nez? 
> _ À cine p(E)| tire [| 20) =, À (Le, 6) 
n?«2 — 00 710 . 
neZ* nEZ* 


— (G1,#) 


On a de même 


(ed) = (G)=- (6,8) =- 3 led) D EE fe mergtndr 


nezZ* nez 
—_. — = {ina fe rs gupdr} 
neë* À 
= 2% (le],#) = (G2,6) 
nezZ* 


ED La fonction g est continue, donc [gl — [g”] où 
g'()=-2+T pourt € ]0,TI et de période T 


(voir figure 5.1). 

Cette fonction a des discontinuités de première 
espèce de saut 2T pour 1 = KT où k € Z. + 
calculer [g]” on utilise [F1 = [f'] + 0,8, o 
[f{] qui est ici la dérivée de g’ au sens des - 
tions vaut —2 


[g]” = [gl = -2+2T >» Ôxr = —2+2T Ur Figure 5.1 
kEZ 
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Par ailleurs 


[81/=G2=29 lel=23 [e]l-2 


nez* nez 
On en déduit 
Ÿ Les] = TIUr 


nez 
ED Écrivons la transformée de Fourier du peigne de Dirac : 


F(,) —_ Ÿ_F(Gw) _ DDC 


nez nez 


27 : 
On reconnaît dans la somme la fonction e,(f) dans laquelle © — T a été remplacé par 277 


| Il ; ba 
c’est-à-dire T a été remplacé par —. Compte tenu du résultat des questions précédentes on en 
| T 
déduit ; 
Ÿ per 77] ll: 
T T 
nez 
et donc L 
F(U,) = -Il 
F 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Autre méthode pour obtenir la transformée de Fourier du peigne de Dirac, de période 7 
cette fois-ci, qui repose sur la dérivation d’une série de Fourier au sens des distributions. 
Bien sûr, en faisant 7 — 1 on retrouve le résultat du problème 5.3. 


Problème 5.6 
ED On désigne par T — [In |f|] la distribution associée à la fonction logarithme et par T = F{T} 
sa transformée de Fourier. 


1 
cé) 


1 —€ —Tt? O0 —mt? 
(Prod) lim [| > [l __yr+2me 
f| 0 |). ff : 4 
00 Pau 
— Jim 2 | dt+2lne 
e—0 L LA 


a) Évaluons ( Pf 


On intègre par parties 


| +27 | e-"tintdt =-Ine+2rl, 
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Corrigés des problèmes 


L'intégrale /; correspond à celle calculée dans l’exercice 1.10 avec a = 7 et vaut 


n 1 
= | tin(ne 7 dt = —— |y+1In(7)] 
0 4T 
On en déduit i 
(Pr ) = 4Tl; = —-y—-In(T) 


. 1 
b) Evaluons 1Pf— : 


rl 
D 2 ml O4 [180 
(rre.0) : im Ÿ Fe at+ | El dr +260) oine} 


ui sign(t)p(t)dt = ( [sign] , D) = (PET = [sign] 


1 
FD On prend la transformée de Fourier de l’équation T’ —Pf . | 
_ = Il 
ZTVT —= —ir [sign] = vT = 75 [sign] 
2 l_ 1 
> T=--Pf— +aû 
2 rl 
où on a utilisé le résultat de D (b) et « est une constante arbitraire. 
ED Pour déterminer a on utilise (F{T},d) = (T,F {h}) ce qui nous donne deux façons de 


calculer le même nombre. Par ailleurs F {Do} = Do. 


- 1.1 ï 
(T, do) = (-5PE + add) = 317 MmI+a 


Ip] 


(T, F {do}) - | In ele” dt = 2 = —3 1y + mAr)] 


— OO 


où on a exploité le résultat de l’exercice 1.10 


7 1 
Le | In lle 7 dt ” [y +In(47)] 
0 
On obtient finalement & — —7y — In(27) et donc 


ii 
F{[h|r|]} = ur — [y +1n(27)] 6 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


À l'instar de la fonction échelon, la théorie des distributions permet de définir la transfor- 
mée de Fourier de fonctions comme le logarithme, pour lesquelles l’intégrale de Fourier 
n’a pas de sens. 
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FILTRES ET CAUSALITÉ 


Les problèmes de ce chapitre s’appuient sur les résultats de la transformée de Fourier (chapitre 2), 
de la transformée de Laplace (chapitre 3), de l’intégration complexe (chapitre 4) et de la théorie 
des distributions (chapitre 5). 


RAPPELS DE COURS 


Un filtre est un système linéaire stationnaire. Il donne d’un signal d’entrée e une réponse s = h*xe 
où * désigne le produit de convolution ; h est la réponse impulsionnelle, caractéristique du filtre, 
qui peut être une fonction (c’est le cas envisagé dans ce chapitre) ou une distribution tempérée 
(voir chapitre 5). 
S1 un filtre est causal et stable sa réponse impulsionnelle h(t) doit satisfaire les propriétés : 
e h est une fonction causale : ht) —=0 Vi <0& h(t) = u(t)h(t) Vt où u(r) est l’échelon de 
Heaviside. 
« h est une fonction sommable (€ L'). 


Définition 
On définit 


° la fonction de transfert H(p) = £L {h} où £L désigne la transformation de Laplace ; 


. le gain complexe G(v) = F {h} où F désigne la transformation de Fourier ; 
G(r) = C(r}e 9 où C(v) = |G(v)| est le gain en fréquence et d(v) la phase. 


Dans le cas d’un filtre causal et stable (filtre physiquement réalisable) la fonction de transfert 
H(p) est analytique dans le demi-plan Re p > 0 et elle est définie pour Re p = 0 où elle est reliée 
au gain complexe par la relation : G(v) = H(2irv) (problème 6.3). 
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Énoncés des problèmes 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 6.1 Filtrage 


On envoie un signal 7 -périodique x (f) dans un filtre fréquentiel de gain complexe G. On note 
vo — 1/T la fréquence fondamentale du signal qu’on représente par sa série de Fourier : 


X(t) = ÿ Ge Ta 
n 
HD Montrer que le signal de sortie est de la forme 


VE) = D en G(nvo)e TT 


P Application : le signal d’entrée T-périodique est donné par x(#) — E pour 0 < 1 < T/2 et 
x(t) = —E pour T/2 £1 <T et le gain du filtre par G(v) — D où 1. est une fréquence 
v/ve 
caractéristique. 
a) Écrire la série de Fourier du signal de sortie y. 
b) On prend v,. = 210. Calculer El pour ñn > 2 où y, désigne les coefficients de Fourier de y. 


1 
Quelle peut être l’utilité d’un tel système ? 


Problème 6.2 Systèmes d'ordre demi-entier 


ED Préliminaire 
On rappelle la définition de la fonction d’erreur complémentaire : 


2 1 2 
Erfc(t) = 1 — Erf(r) = —— e " du. 
VT / 


1] 
Calculer la transformée de Laplace £ { (= = Erk(Vn) ut). 
VTT 


D Systèmes d'ordre non entier 
On rappelle la propriété de la transformation de Laplace pour une fonction f de classe C” et de 
transformée F(p) = L{f(r)} 
d"f 


—] n _ 
L [p" F(p)1 = 7 


Par extension, on définit, pour & €]0, I1[, la dérivée non entière d'ordre à d’une fonction f 
causale continue de dérivée f’ de classe £ par : 


d® f dé 
LE clip FE à EIO, 1 
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d°[r} u(r)] 


rc À > 0. Vérifier que le résultat obtenu interpole bien la dérivée d’ordre 


a) Calculer 
entier. 
b) Montrer que : 
df_ 1 _ff®, 


de Ta Gr" 


c) Un système est dit d’ordre — si pour un signal d’entrée e(f), le signal de sortie s(f) satisfait, 
pour { > 0, l’équation : 


eo 
12 


avec s(0*) — 0. On désigne par E(p) et S(p) les transformées de Laplace de e(r) et s(f) 


respectivement, et par H(p) = St) la fonction de transfert du système. 


 : E(p) 
Déterminer H(p). 


d) À l’aide du résultat du préliminaire, déterminer la réponse impulsionelle A(1) du système 


d'ordre =. 
ordre > 


Problème 6.3 Relations de causalité 


HD La réponse impulsionnelle A(r) d’un filtre causal stable est une fonction causale et intégrable. 
a) Montrer que sa fonction de transfert H(p) — £L{h(t)} est analytique dans le demi-plan 
Re p > 0 et qu’elle est définie pour Re p = 0. 


b) Montrer que G(v) = H(2iry) où G désigne le gain complexe du filtre. 
FD On désigne par À et B respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de G : 
A(v) = ReG{(r), B(v) = Im G(») 


Nous allons établir des relations entre À et B qui traduisent dans le domaine fréquentiel la 
propriété temporelle de causalité de h. 


H 

a) En intégrant la fonction (D ) (wo € R) sur le contour [' ci- A Îm p 

P —1&0 
contre (figure 6.1) établir que 
G 
O0 G } L 
Pr | y, 00) Le 
oo V — V0 Rep 
> 
où G(v) = H (2iTr), vo = — et la partie principale est à prendre r 
T 


à l'infini et en vo : 


CO Vo — € R 5 
_ [ GO) 3,2 im [ COR 1 GG) 7 Figure 6.1 
oo V — V6 Fan _R V — VO vote V — VO 


—+ OO 
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b) En déduire ensuite les relations de Kramers-Kronig : 


1 ®  A(y! 
B() — =PP | er, 
T Lo PV 
1 (y! 
AG) — -=Pr | er 
T Lo —v 


ED Relations soustraites : 
a) Montrer que si la fonction h est réelle A(v) — A(—v), B(v) = —B(—»). 


b) Montrer que 
| 
Pr | —dv" = 0 


— OO 


c) Déduire de ces deux questions les relations de Kramers-Kronig soustraites qui ne mettent en 
jeu que la partie physique du spectre : 


2 % A(v') — À 
B(v) — PP | Or 
T 0 VE —V 
2 % v'B(v') — vB 
AG) = -2rr | AC CP 
T 0 VS —v 


Problème 6.4 Filtre à phase minimale - Relations de Bayard-Bode 


On considère de nouveau un filtre causal stable de fonction de transfert H(p) analytique dans 
le demi plan P* : {p|Rep > 0} et reliée sur l’axe imaginaire Rep — 0 au gain complexe 
HQirv) = G(v) = C(v}e ? où C(r) = |G(r)| est le gain en féquence et (v) la phase. 
Supposons que H possède un unique zéro simple dans P* noté p,. On définit 

P — Pi 

P+pi 


Z1(p) = 


où p1 désigne le complexe conjugué de p1. 

ED Montrer que |Z\(2irv)| — 1. Justifier que le filtre dont Zi est la fonction de transfert soit 
dénommé passe-tout. 

FD On pose ai(v) —Arg Zi(p = 2imv). Montrer (par exemple à l’aide d'arguments géomé- 
triques) que la phase «,(v) est monotone décroissante de 27 à 0 quand z varie de —c à +oo. 


H 
ED On construit la fonction de transfert H,,(p) — Po 


Zi(p) 
a) Montrer que dans P* cette fonction est analytique et n’a pas de zéro. 


b) Montrer que le filtre de gain complexe G,,(v) = H,(2irv) a même gain en fréquence que 
le filtre de gain G(v) = H(2iry) mais avec une phase plus petite. 


ED On suppose maintenant que H possède N zéros dans P* notés p1, p2...pn et on définit 


N 
P — Pk 


ZNx(p) — — 
Lu PTPE 
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H(p) 

. ZN(p) 
analytique et n’a pas de zéro dans P*. Montrer de plus que le filtre de gain complexe 
Gn(?) = HnQiTy) a même gain en fréquence C(z) que le filtre de gain G(v) = H(2irTyr); 
justifier le nom de filtre à minimum de phase donné à un tel filtre. 


est 


a) En étendant le résultat de ED montrer que la fonction de transfert H,(p) — 


LD Soit H, la fonction de transfert d’un filtre à minimum de phase. On définit F(p) — log H,,(p). 
a) Montrer que F(p) est analytique dans P*. 
b) En appliquant les relations de Kramers-Kronig (problème 6.3) à cette fonction, établir les 
relations de Bayard-Bode 


du) = PE [ nc) mCE 
T 0 VS —V 

hC(G) = -2Pr | RIEPP , 
TT 0 VV —71V 


où C et D sont respectivement le gain en fréquence et la phase du filtre à phase minimale. 


Problème 6.5 Critère de causalité de Paley-Wiener 


Dans ce problème, on se conformera à l’usage en utilisant comme variable spectrale la pulsation © 
plutôt que la fréquence v. Le gain complexe est alors défini par G(w), transformée de Fourier en 
pulsation de la réponse impulsionnelle. 


Pour être réalisable, un filtre doit être causal et stable ; sa réponse impulsionnelle A(r) est donc 
une fonction causale et intégrable. Sa fonction de transfert H{(p) satisfait donc les conditions : 


. condition C1 : H(p) est une fonction analytique dans le demi-plan P* : { plRe p > 0} 
. condition C2 : H(p) satisfait dans P* | nn |[H(p)| = 0. 

p|— co 
Les filtres fréquentiels sont construits à partir de leur gain en fréquence [G(w)|. Nous avons vu 
(problème 6.3) que pour un filtre causal et stable le gain complexe est relié à la fonction de transfert 
par H(p = iw) = G(w). 
La question de la réalisabilité se pose donc dans les termes suivants : 
Etant donné |G(w)| existe-t-il une fonction H(p) satisfaisant les conditions C1 et C2 ci-dessus et 
telle que |H(iw)| = |G(w)| ? 
En terme des fonctions d’une variable complexe ce problème se reformule de la façon suivante : 
peut-on construire une fonction (la fonction de transfert H(p)), analytique et de module borné dans 
un domaine (le domaine P*), connaissant le module de cette fonction sur un bord du domaine (ici 
|[H(iw)| = |G(w)| sur l’axe imaginaire p = iw) ? 


La réponse est donnée par le critère de Paley-Wiener : le filtre de gain en fréquence C(w) = |G(w)| 
est réalisable si et seulement si 


® |InC 
[l CO do est bornée (6.1) 


— OO 
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Du mal à démarrer ? 


Nous allons établir que cette condition est suffisante[7]. 


0 
D On définit la fonction 27-périodique r(0) = In IC (tan 5) . Montrer que la condition (6.1) 
devient 


[l |r(8)| d@ est bornée 


—T 
D Cette condition entraîne que r est développable en série de Fourier : 


: 1 Œ | 
r(0) = ) re "0 avec r, — >. r(0)e"°d0 
T 
nez mu 


On définit la fonction de C dans € : Y(z) = ro +2 ÿ Le 
n=1l 

a) Montrer que Y(z) est analytique pour [z| > 1. 

b) Montrer que Re Y(e'?) = r(6). 


ED On effectue la transformation 
1+p 


z 


a) Dans cette transformation quelle est l’image D du codisque |z| > 1 ? 

1 + 

I 2 ) est analytique dans D. 
— P 


ED On définit H(p) = exp(c(p)). Montrer que |H(iw)| = C(w) ; que conclure ? 


b) Justifier que c(p) = Y( 


DU MAL À DÉMARRER ? 


Problème 6.1 
ED Pour évaluer l'intégrale de convolution on peut soit utiliser la transformation de Fourier et les 
distributions, soit réaliser un calcul direct. 


Problème 6.2 
Simplifier au maximum l’expression de la transformée de Laplace du préliminaire. 


P Être attentif aux conditions d’existence des transformées mises en jeu. 


Problème 6.3 
ED Pour montrer l’analyticité de H(p) utiliser les conditions de Cauchy. 


FD Pour calculer les intégrales complexes sur les cercles C; et C2 utiliser les lemmes de Jordan. 


Problème 6.4 | 
D Poser 2irv — pi = pie *! et 2irv + P1 = pre"? et chercher l'interprétation géométrique des 
angles 0, et 6) ; on doit trouver que &,(7) = 01 — 65. 
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ED log Z (z) est analytique dans tout domaine d’analyticité de Z (z) ne contenant pas de zéro de 
Z (2) (qui sont les points critiques du logarithme complexe). 


Problème 6.5 
ED On rappelle que la somme d’une série de Laurent est une fonction analytique dans la couronne 
de convergence de la série. 


ED I1 faut enchainer les différentes fonctions définies et voir que p io & Z el” avec 
0 


&@ = tan —. 
2 


Corrigés des problèmes 


Problème 6.1 
Le signal d’entrée 7 -périodique x(f) est représenté par sa série de Fourier 


x(f) _ > & e2imnvot 
n 


où VO — il / T.. 
D Le signal de sortie est donné par 


yY=hxx = Y(v)=G(v)X(») 


Le spectre de fréquence du signal x(f) est donné par (voir problème 5.4) 
X (v) — Ye On 
Par ailleurs (voir chapitre 5) G (v) ô,,, = G(nvo) ôy». On a donc 


Y () = GP) D Cr ônn = D, Cn G(N70) my = YO) = D En Gr) e 7" 


Alternativement, ce résultat peut être obtenu en exprimant directement l’intégrale de convolu- 
tion et en remplaçant le signal x par sa série de Fourier : 


= ; D ue | 
n 


0 — [l L h(t') De Ha dt! 


OO 


h(t') e2imnvot dt’ _ >. G{nv0) e2iTavot 
80 n 
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P Application : calculons la série de Fourier de x : 


pie ‘à 
RE — r | e72iTnvot dt _ r/ e2iTnvot qf 
T Jo T Jry2 


2E 1 2ir(2k+1)v 
= 0 pour n pair LOT r Ck+Dvot 
kEZ 
2E — 
= — pour n impair 
imn 


a) On en déduit 
2E il 
een 
IT a k + )| +( k + ) vo/ ve 
b) Pour v, = 27 ona 


EE 
im (2k+1)[1+(2k+1)/2] 


: 3 


Y2k+1 _ 
(2k + 1) (2k +3) 


Yi 


Y2k+1 — 


Ce rapport décroît vite quand k augmente. Les harmoniques d’ordre élevé (avec k grand), 
donc de fréquences grandes devant 0, contribueront peu au signal de sortie. Ce filtre est 
donc passe-bas. 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Ce problème standard balaye les diverses méthodes vues jusqu'ici : séries de Fourier, 
distributions, transformées de Fourier. 


Problème 6.2 
1 
réliminaire CalCcu € —— C TC { 
Préliminaire Calcul de £ ! Erc(Vr) 


VTT 
1 (41/2 Il 
Tout d’abord en utilisant la table on a directement £ { =) SE — ( “É ue — 
N- Vrai]  Vr pl Vp 
Soit f(f) =Erfc(/#) = | e“ du ; on a donc f(0) = 1et 
VT JA 
2 1 1 
f 1)= ——— —— a —, — —Î 
POEen Var. 
Prenons la transformée de Laplace de cette égalité : 
L{f'@)} = pF(p)— f (0*) = pF(p)-1 
Il Il 
F(p) = LE] = — —- ——— 
£ : é_ ut) = : bp pyp+ri 
VTt Vp+l 
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où on a utilisé la propriété de la transformation de Laplace £L{e" f(t)} — F(p—a). En 


utilisant de nouveau la même propriété on obtient 
L {e' Erfc(Vr)} = A 
pl (p-1l)yp 


Finalement 


1 ! 1 1 1 p—1—,/p+1 
He: +E À 
= : rt} VP pl @-Dyp  Œ-Dyr 

D). 1 
_(p-D  VP+1 


2) La dérivée non entière d’ordre à, pour a €]0, 1, est définie par : 


d” =. 
CL 2 Lip FE a EP 
Î 
a) Appliquons cette définition à la fonction 1! u(r). Comme À > 0 et « €J0,1[,A—æ+1 > 0: 
on peut donc écrire 
de[r\ u(?)] ” FA + 1) ” 1 FA+1) ,_ 
Eh sd = FA +1)L = —————t"""u(t 
dre P pti QG +1) p-e+l FA —-a+l) LL 


Sia=ne N*, alors 
d'[tÀ u(r)] _ TA+1) 
— = À(A—- 1)... (1 — D Gi 
A ( )::-(—n+1) u(t) RO u(t) 
On obtient une expression analogue à celle de la dérivée non entière. 
b) a €]0, 1[, donc 1 — «& > 0; d’autre part f est continue donc f(0*) = 0 


d® 1 1 
LE LIFE = LT = (PF(D)} = LT = } * LT [pF(p}l 


dre 
Pau) un 1 “T0 
ra" O0 Go), ne 


d7 


Il 
c) Pour un système d'ordre 5 
d's(t) 


L 
2 


+ s(f) = e(t) 


On prend la transformée de Laplace de cette équation 
Il 
(VP +1) S(p) = E(p) (P) DT 


156 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés des problèmes 


d) D’après le résultat du préliminaire on a 


1 1 
KE = LH = Cl) = ne (1 — Erf (VD | ut) 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Ce problème présente une utilisation originale de la transformation de Laplace à la défi- 
nition de la dérivation d’ordre non entier. Ce concept a conduit à des applications sur 
la robustesse de systèmes asservis (La dérivée non entière, À. Oustaloup, Hermès 1995, 
La commande CRONE, À. Oustaloup, B. Mathieu, Hermès). 


Problème 6.3 
HD La réponse impulsionnelle est intégrable donc 


[ [h(r)| dt < oo 
0 


a) La fonction de transfert H(p) = £L {h(r)} est donnée par (en posant p — o +iw) 


h h(t)eP'dt = | h(tje- C+io) Gs 
0 


0 


H(p) 


| h(t)e% cos (œt) dt — i | h(t}e_°" sin (wt) dt 
0 0 
P(o,w)+iQ(,w) 


Pour & > æo > 0 les intégrales 


| th(tje ’cos(wt)dt et | t h(t)e "sin (œt) dt 
0 0 


convergent uniformément Vo. On peut donc vérifier les conditions de Cauchy 


D (d,&) — — [ t h(tje " cos (wt) dt — 0 (©, w) 
00 0 Ow 
2, (d,æ) — + | t h(t}e” sin (œwt) dt = — - P (©, w) 
0 0 Ow 


La fonction H(p) est donc analytique dans le demi-plan Rep > 0. De plus pour 
Rep =ao—=0 


H(iw) = | L h(t)e "dt 
0 


qui est la transformée de Fourier (en pulsation) de h. Comme h est dans L! sa transformée 
de Fourier est une fonction définie, continue, bornée pour tout w. 
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b) Du résultat précédent 1l vient immédiatement 
H(2irv) = | h(tje #7 dt = G(v) 
0 


FD On pose : G(v) = A(v)+iB(v). 


a) La fonction Ê est analytique dans le domaine délimité par L = Jr = 0. 
P —1&6 
Sur C> : p = R e/° ; on applique le lemme de Jordan : 


RM(R 
< lim & 


lim R < 
R—co R — (07) 


R—co 


H(R et) 
R ei — i@0 


où M(R) est le maximum de | H(R e'°)| pour 8 € [-7/2, 7/2] (grand cercle dans le demi- 
plan Rep > 0). D’après les propriétés de la transformation de Laplace d’une fonction 
de classe £ (voir chapitre 3) ce maximum tend vers zéro quand R tend vers l’infini ; d’où 
dim Ie, = 0. 


À l’aide du troisième lemme de Jordan on a 


lim Ic, = iTRes(o = wo) = ir H(iwo) 


L'intégrale sur le contour [donne donc : 
H LE : (0 RO Hi 
EE) Gp 0- | nn, +] on 
rP —100 _RkR 1©O — 106 wpte LO — 16 
et dans la limite R — © et e — O0 on obtient 
% H(iw) 


00 O — W0 


PP 


do = —iT H(iwo) 


En posant w — 27v et wp = 2779 on obtient 


Ppf EAU. dv = —iTG(vo) 


—oo PV — V0 


b) En identifiant parties réelle et imaginaire on obtient les relations de Kramers-Kronig : 


1 ®  A(y! 
B() = PP | ar 
T er Lu: 
1 © B(y! 
AG) = PP | He 
T es DU 


où on a procédé au changement de notations : » — v'; v9 — v 
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ED Relations soustraites : 
a) Si la fonction h est réelle 
A») = Re | . hb)jE Re J | h(#) cos (27 vt) dt 
0 0 
qui est une fonction paire en y à travers le cosinus tandis que 
B(v) = Im | É h(t}e Tir = — | L h(t) sin 2rvt) dt 
0 0 


est impaire à travers le sinus. 
b) Détaillons l’intégrale en partie principale 


CO 1 ; | V—E 1 ; R 1 ; 
PP . dv lim lim - dv + = dv 
VO —7V e—0R—S ]_p V —7V te V  —V 


—00 
— Jim lim {nb 0" +m 1 - v* } 
e—0 R—co HPE 


— Jim lim {ne—InlR+v|+1n|R—v|-Ine} 


e—0 R—co 


IR — v 


c) En ajoutant ce terme nul aux relations ci-dessus on obtient les relations de Kramers-Kronig : 


Il %  A(v' l %  A(y! 1 CS | 
B() = PP | di = PP | di ADP | dv! 
T os y T Re T a 
Il % A(v') — À 
- Lop | CAD, 
T ee D 
On partage l’intervalle d’intégration en deux parties et on utilise la parité de À : 
1 0 A(w')— A 1 %® A(y')— À 
BY) = =rP] 20920) Dav+=pp | 20) CP) 
T — D — y T 0 ph 
1 % A(v') — A 1 % A(v') — A 
= pp [AD AO 4 Lpp [7 A0 AO y 
T 0 —V'—7v T 0 v'—v 
0e 
T 0 Ve — y 


Un calcul analogue utilisant la propriété d’imparité de B(v) conduit à l’autre relation : 


2 © v!'B(v') — vB 
Av) = -2rr | ÉNRRNOP, 
TT 0 VTT —7V 
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Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Le problème de traduire dans le domaine fréquentiel la conséquence de la causalité a déjà 
été étudié dans le cadre de la théorie des distributions (problème 5.2). Ici les relations 
de Kramers-Kronig sont obtenues à partir des propriétés d’analyticité de la fonction de 
transfert. 


Problème 6.4 

Supposons que H possède un unique zéro simple dans P* noté p1. On définit Zi(p) = > 
P + Pi 
ED Pour p = 2irv on a p — p, = 2imv — piet p+p1 = 2imv + pi = —(Cimv — pi). D'où 


Div — 
bal = > 


| 2imv — pi 


2irv+pi —(2iTv — pi) 
Le gain en fréquence du filtre dont Z, est la fonction de transfert est donc « plat » ; 1l ne sélec- 
tionne aucune fréquence, d’où le nom de passe-tout. 


P Pour p = 2irv posons 2irmv — pi, — pie *! 
et 2Tv +pP, — pre” On a p1 = p2 donc 
ZiQirv) = e(170) — Qia1W) : le diagramme 
ci-contre (figure 6.2) donne une représentation 
de cet angle. 


3 
Pour » — —c, Ü1 — — et æ1(—o) = 27; 


37 
quand z croît de —c à +co, 0, décroît de 3. 


à T et donc «(v) décroît de 27 à 0. 
2 Figure 6.2 


H 
ED On définit H,(p) = F6) Remarquons que le zéro de H,,(p) en p = —p}; introduit par la 


Zi(p) 
n’est pas dans P*. 


fonction 
Z 


1 
a) H(p) est analytique dans P* et possède un zéro simple en p.. Le développement de Taylor 
de H(p) au voisinage de p, est de la forme 


l e 
H(p)= (pb — pH'Gp1)+ 3 — pa) Hp) +22 = (p — pDH(p) 
Ÿ FT . ; à + _ H(p) ZT — 
où H(p) est analytique et n’a pas de zéro dans P”. Donc H,,(p) — Zip) = H(p)(p + pr) 
1 


est analytique et n’a pas de zéro dans P*. 
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HQ2iTyr) 


b)Ona GO) = os : d'après D. ZiQirr) = e/*1, donc 
HQiTv) _ us 
Gy > ——_——  — G iai(v) — G ilp(y)—a1(r)] 
( Z\QiTv) (ae | ] : 


Nous avons établi que «,(v) € [0,27]. Donc le filtre de gain complexe G,,(v) a même gain 
en fréquence C(v) = |G(v)| que le filtre de gain G mais avec une phase plus petite. 


ED On suppose maintenant que H possède N zéros dans P* notés p1, pp et on définit 


P — Pk 
ZN(p) — —— 
; P+Pk 
H 
a) En étendant la démonstration de la question Ed, la fonction de transfert H,(p) — > L k est 
N(P 


analytique et n’a pas de zéro dans P* ; de plus le filtre de gain complexe G,,(v) = H,,(2i Tv) 
a même gain en fréquence que le filtre de gain complexe G puisque |Zx(p = 2irv)| = 1. À 
P — Pk 


chaque zéro p4, la division par Zz(p) = entraîne une diminution de «4 de la phase 


globale de G ; d’où le nom. 


LD Soit H, la fonction de transfert d’un filtre à minimum de phase. On définit F(p) — log H,,(p). 
a) La fonction H,,(p) n’a aucun zéro dans P* ; la fonction F(p) n’a donc aucun point critique 
dans ce domaine. On peut donc choisir de placer les coupures dans P7 de sorte que la 
fonction F(p) soit analytique dans P*. 
b) On a F(2irv) = log H,(2irr) = InC(v) + i(v). En identifiant A(v) — InC(v) et 
B(v) = (y) et en appliquant les relations de Kramers-Kronig (problème 6.3) on obtient 
les relations de Bayard-Bode 


= pp [° ,, 
T 0 2 

InCG) — -2Pr | ARE PT 
TT 0 VTT —7V 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


On a défini la notion importante de filtre à phase minimale et on a justifié son nom à partir 
des propriétés de la fonction de transfert dans le plan complexe. 


Problème 6.5 
Nous allons établir que la condition 


% |InC 
L pe dœ est bornée 
1 + w? 


— OO 


est suffisante pour qu’il existe H(p) analytique dans P* avec |[H(iw)| — C(w) donnée. 
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0 L 1 
HD On fait le changement de variable © — tan = = ——— dw — -d0 et 
2 1 + w? 2 


© | In C(w)| 
1 a du =; | Ir@)d0 


La condition de Paley-Wiener est donc équivalente à 
[l |r(8)| d8 est bornée 


P Cette condition entraîne que la fonction 27-périodique r(@) est développable en série de Fou- 
rier : 
: | # ; 
r(@)=S re"? avec r, = — | r(6)e”""d6 


27 
nez ii 


On définit la fonction de C dans C : Y(z) = ro +2 De — 


a) La convergence de la série de dE ne que = nn r, — 0 quand n — ©. Donc: 


N(E)in2N=tr|<e—=|—|< — © a série de Laurent ci-dessus est alors convergente 
ri & = 


dans (au moins) le codisque |z| > 1 ce qui assure l’analyticité de Y dans ce domaine. 
b) Montrons que Re Y(e/°) = r(@). 


r(0) = ro + y rne "0 + y CMERTE: y re "0 + y Fer 
n>1 n<—1 n>1 n>1 


où on a utilisé le fait que r (4) est réel et donc que r_, —=7;. 


ro +2 > ne > TH — CE ro] 


1 | “ 
Fo + 5 [Y(e'°) — ro] + 5 (Fe = J 


Y(e?) 


r (8) 


1 : ——— | 
; (ei?) : r(e®)] — Re Y(e/?) 
Donc Y(z) analytique dans {z | |z| > 1} et définie pour |z| = 1. 
1 + 
ED On effectue la transformation z — ] - 
— P 
+ p 


l 
a) Le codisque du plan z : |[z| > 1 devient dans le plan p : HE > 1. On pose p = oc +iw 
— P 


+ 1) + &? 
RE D — > 1 (o+1)+e > (0-1) +a + 0 > 0 
TE — + © 


Le domaine D est défini par D = {p | Rep > 0} = P*. 
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— 1 
b) Y(z) analytique dans Q — {z | |z] > 1} et définie pour |z| — 1. On définit z — p — £ Fr 
z 
1 + 
transformation conforme dans Q et dans laquelle Q — P* et Y(z) — c(p) = Y 5): 
— D 


alors Y(z) analytique dans Q & c(p) analytique dans P*. 
FD On définit H(p) = exp(c(p)). Comme c(p) est analytique dans P*, H(p) également. Remar- 


quons que exp(—c(p)) est aussi analytique dans P* ce qui signifie que est analytique et 


donc que H(p) n’a pas de zéro dans ce domaine. Le filtre de fonction de transfert H(p) est 
donc à phase minimale. 


0 


| Q 
Si on pose p = iw on a z = e‘” avec w — tan 5 On a alors la séquence d’égalités 


ciæ) = Y(e®) ; Rec(iw) = Re} (e°) = r(8) = InC(w) 
H(p) = eP>= [H(iw)| — eRecGa) — C(w) 
Conclusion : sous réserve que la fonction C(w) — |G(w)| satisfasse la condition de Paley- 


Wiener, on a construit une fonction H(p) analytique dans P* telle que |H(iw)| = C(w). 
Il reste à montrer que cette condition est nécessaire. 


Remarque 
On déduit de ce théorème qu’un filtre idéal n’est pas réalisable puisqu'il faudrait |G(w)| = 0 dans la 
bande atténuée, ce qui violerait le théorème. 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Ce problème présente une démonstration du célèbre théorème de Paley-Wiener qui s’ap- 
puie sur le lien existant dans le plan complexe entre la transformée de Laplace (fonction 
de transfert), la transformée de Fourier (gain complexe) et les séries de Fourier, et qui met 
en jeu les propriétés des fonctions analytiques et les transformations conformes. 
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FONCTIONS DE BESSEL 


RAPPELS DE COURS 


e Équation de Bessel d'indice » € R* 


[12 Il / v? 
y"+=y +(1——)y=0 (7.1) 
X X 


e Fonctions de Bessel 


Ce sont les solutions de cette équation. On les obtient sous la forme de développements en séries 
généralisées (voir exercice 7.1) : 


°< Fonction de Bessel de première espèce 
x\ (—1} x \ 2 
10 (7 Er () 2 
Get ETES TS 2 VE 


Si v € N, J_, est aussi solution (singulière à l’origine) de l’équation de Bessel, indépendante 
de J,.. 
- Fonction de Neumann (ou fonction de Bessel de deuxième espèce) 
Ne HU) COUP) — J_,(x) 
sin(T 1) 


Cette solution est indépendante de J/, même pour z entier. 
. Fonctions de Hankel : HÈ(x) = JX) INC) 


e Relations de récurrence 


Jn-1@X) — J1(x) = 23,0) (7.3) 
2 
FO = TJ) (7.4) 


e Fonction génératrice et représentation intégrale 


g(X,z) = exp ET = D = >; A 6 à 2EC : xER 


n—=—C° 


NE 7 L 7 
IX) = — en 1079 = = |  cos(x sin 0 — n0)d0 
27 T Jo 


TT 
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e Équation de Bessel modifiée 

DS ee = 
— — — — V 
y a+ 2 y 


a pour solutions les fonctions de Bessel modifiées 


LE = eg = (2) S on G) 


k=0 
K, (x) = se PR) 


e Comportements pour x grand (x > n) 


2 T TT D. T TT 
J, (x) & Ve COR 20 N,(x) & Sn ns — 7) 
2 : T T 
HG) à 4} ENETRE D 
| 1 [r _. 
(x) & EU Kh(x) & Fr 


e Comportements à l'origine (x - 0) 


(X) & L G) No(x) & Zn x +9 MO nm (2) n>l1 


2 T x 
il n n—1 
1,(x) & _ (5) Ko(x) = —Inx — y K, =(n—1)! : En | 
n! \2 x 


Remarquons que dans chaque couple de solutions, il y en a une qui est régulière à l’origine (J,, 1,) 
et une qui est singulière (N,, K;). 


ÉNONCÉS DES EXERCICES 


2.1 Solutions de l'équation de Bessel 


Il : : 
Dans cet exercice on supposera v € —N. On peut montrer (théorème de Fuchs) que l’équation de 
Bessel (7.1) admet au moins une solution sous la forme d’une série généralisée 


OO 
vO)=x SN ax" :; à #0 
n=0 
où a — appelé exposant indiciel — et la suite {a, } sont déterminés par identification. 
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Énoncés des exercices 


HD En reportant dans l’équation de Bessel y(x) sous la forme ci-dessus : 


a) Déterminer le coefficient du terme en x“? et celui du terme en x*°!. Que peut-on en 
déduire ? 


b) Déterminer la relation de récurrence liant entre eux les coefficients a, et a,_2 pour n > 2. 
c) Résoudre cette relation de récurrence pour n = 2k + 1 puis pour n — 2Kk en prenant a = v. 


FD On désigne par J, (x) la solution obtenue ci-dessus pour & = z et telle que 


ar 1 
J,(x) Tv G) T&rD0 quand x — 0 


a) Donner l’expression de J,(x). 


b) Établir que J_,(x), obtenue en changeant y en — dans J,(x), est une autre solution de 
l’équation de Bessel (7.1) indépendante de J,(x). 


c) Montrer que si v = n € N les deux fonctions J, et J_, ne sont pas indépendantes. 
7.2 Autres fonctions de Bessel 


HD Les fonctions de Bessel modifiées satisfont l'équation 
1! il ! v° + 
ÿ +=y (+=) —0 vEeR 
L x 


Exprimer la solution Z; (solution régulière à l’origine pour  — 1) sous la forme d’une série 

entière. On fixera la constante arbitraire en imposant 1; (x) À 3° 
XT 

P L'équation de Bessel sphérique est définie par 


n(n + 1) 


j»=0 neN 


2 
ER rs 1 — 
ÿ F2 | - 


a) Rechercher les deux solutions indépendantes de l’équation de Bessel sphérique pour n = 0 
sous la forme de développement en série généralisée. Expliciter ces fonctions en termes de 


fonctions usuelles. 
| T 
Jn@X) = 1] 5, n1/20) 


est solution de cette équation ; ces fonctions sont appelées fonctions de Bessel sphériques. 


b) Montrer que 


7.3 Propriétés de fonctions de Bessel d'indice entier 


ED Fonction génératrice : À l’aide de la fonction génératrice établir l’identité 


OO 


Ltan= Ÿ 6) 0) 


p=—0co 
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D Relation de récurrence : Etablir Eu J(X)] "= xt Jh_1(x) puis AE) 1. x"| a 


HE 4 En 


déduire les relations de récurrence (équations 7.3, 7.4) et en particulier Ji(x) = —Ji(x). 


ED Représentations intégrales 
a) Etablir l’identité 


1] 2 


7/2 
:__2k 2v 
a sin” { cos” (dt 
T&+v+1)  T&+DT(w+1 l 


b) En déduire les représentations intégrales 


2 D, AT 
LG — 2 cos(x sin) cos?” r dt 


VrT@+} 0 


2 2» /f! 
nr j a —12)"-l/2 cos(xr) dt 
2 


7.4 Équation avec un paramètre 


Montrer que l’équation 
2 


1 
y+=y"+(a— —)y =0 a€eR 
à + 
a pour solution : 


. sia>0,J,(xva)et N,(xva) 
. sia<0,1,(xVlal)et K,(xV/lal) 


e Si a —= 0 
e x’etx ”sir >0 
+ a+Blnx sir —0. 
1.5 Transformée de Fourier 


HD Calculer la transformée de Fourier de 


f@ = — il <1 
— 0 sinon 
FD En déduire la transformée de Fourier de Jo. 


7.6 Transformée de Laplace 


HD Développer en série entière la fonction EEE 


1 
V1 +x2 


FD À l’aide du développement en série entière de Jo déterminer £ {Jo} . 
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Énoncés des problèmes 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 7.1 Modulation de fréquence 
La pulsation instantanée Q(r) d’un signal sinusoïdal f(1) — Apcosd(t) est définie par 
Qt) = —(t). Pour un signal harmonique, Q(r) est constant : Q(r) — et D(t) = of + bo. 
Une onde est dite modulée en fréquence si son impulsion instantanée est de la forme 
Q() = À + kw cos(wt) 
où 0, est la pulsation de l’onde porteuse, w celle de la modulation et k l’indice de modulation. 
HD Montrer que la forme générale du signal modulé est 
ft) = Ao cos (of + k sin(wt) + bo) 
où À, est l’amplitude du signal et D, sa phase à l’origine. 


FD Montrer que cette onde admet un développement en fréquence de la forme 


J () _ >» An cos(w,f + Pa) 


n——o 
où les coefficients a,, w, et D, sont à déterminer. Qu'est-ce qui différencie ce développement 
d’une série de Fourier ? 


Problème 7.2 Fil chauffant 


ED Préliminaire 
On définit la fonction de Bessel modifiée K9 par sa représentation intégrale 


Ko(x) = | PR x >0 
0 


Montrer que 
clap Suot= lan a>0 
2 ap UV) LE 
où £ désigne la transformation de Laplace. 


On rappelle que lim xK(x) = —1. Cette relation pourra être utilisée dans la suite. 
X— 


D Fil chauffant 
Un fil chauffant rectiligne est plongé dans un milieu homogène et engendre un flux de chaleur 
radial constant D. Le milieu est initialement à la température 0. À un instant r > 0 la tempéra- 
ture en un point du milieu, u(r,f), ne dépend que du temps f et de la distance r du point au fil, 
et satisfait l’équation de la chaleur : 
2 
0 
Or? rOr Ot 
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et les conditions 


u(r,t=0)=0 r >0 (7.5) 
u(r,t) bornée r>=0, 420 (7.6) 
Ô 
lim r (r, 1) = —do r>0, 1>0 (7.7) 
r—0 Or 


a) On désigne par U(r, p) la transformée de Laplace de u par rapport à f : 


U(r, p) = | u(r,t)e ?'dt 
0 


Ecrire l’équation satisfaite par U. 


b) Compte tenu des résultats du préliminaire montrer que la seule solution acceptable est de la 
forme 


U(r, p) = A(p)Ko(àr /p) 
où A(p) est une fonction arbitraire. 
c) Déterminer A(p) à l’aide de la condition de flux (eq. 7.7). 
d) En déduire la solution du problème u(r,f). 


Problème 7.3 Membrane de haut-parleur 


Les vibrations d’une membrane circulaire de rayon R fixée sur sa périphérie (membrane de haut- 
parleur ou peau de tambour) sont décrites par la fonction f(r,0,f), qui mesure à l’instant f le 
déplacement transversal de la membrane au point de coordonnées polaires r et 0 par rapport à sa 
position au repos. En supposant la membrane parfaitement élastique, la fonction f est solution de 
l’équation d’ondes à deux dimensions en coordonnées polaires : 

di Jo lof __ 10 

Or? rôr r2002  c? or? 
où c > O0 est la vitesse sonique sur la membrane. De plus la fonction f est bornée (amplitude 
finie des vibrations) et elle satisfait la condition aux limites f(R,0,t) = 0 (amplitude nulle des 
vibrations sur le pourtour de la membrane). Pour résoudre ce problème aux limites, on cherche 
des solutions harmoniques dont la pulsation &w est à déterminer : 


f(r,0,1) = g(r,60)cos(œt — ) 
ED Écrire l'équation aux dérivées partielles dont g est solution. 


D Les coordonnées (r, 4) et (r, 0 + 27) représentant le même point de la membrane la fonction 
g doit satisfaire la condition de périodicité g(r,0 +27) = g(r,0), VO et r(< R). On cherche 
donc g sous la forme d’une série de Fourier 


g(r,0) = ao(r) + ÿ a(r)cosn0 + b,(r)sinn0 


n=] 


a) Établir l’équation différentielle dont les coefficients a,(r) et b,(r) sont solutions. 
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Énoncés des problèmes 


b) Montrer que les seules solutions acceptables sont de la forme 
ro) A) 
an) = Ayl(—r) neN br) = Baa(Tr) n € N° 
c 


où À, et BP, sont des constantes arbitraires. 


ED Soit 0) la suite croissante des zéros positifs de J, (1.e. J, CG?) = 0Vp € N°). Montrer que 
la condition aux limites impose à la pulsation w de ne prendre que des valeurs discrètes liées à 
pes On notera w, , ces valeurs (ce sont les modes élémentaires de vibration du tambour). 


D On note g,,, la solution correspondant à w, ,. Déterminer les lignes nodales, c’est-à-dire les 
ensembles de points de la membrane qui demeurent immobiles dans un mode de vibration 
donné. Quelles sont les solutions invariantes par rotation ? À l’aide de Maple tracer l’image de 
la membrane pour les premiers modes de vibrations. 


Problème 7.4 Guides d’ondes cylindriques 


On va étudier dans ce problème les guides d’ondes cylindriques, métalliques dans la première 
partie et diélectriques (fibres optiques) dans la seconde. Les deux problèmes diffèrent par les 
conditions aux limites mais ont en commun la géométrie et la paramétrisation initiale des champs. 
Nous injectons dans le guide d’onde de rayon a un champ électromagnétique harmonique à la 
fréquence w qui se propage suivant l’axe OZ ; l’expression de ce champ au point M repéré par ses 
coordonnées cylindriques (p, D, z) est : 


E(p, D,z,t) — [E.(p}e. + Er(p)| eiKz—œt) 


où la composante longitudinale E, et la composante transverse Er (voir figure 7.1) sont suppo- 
sées ici ne dépendre que de la coordonnée radiale p (symétrie azimutale). Le facteur de propa- 
gation X sera déterminé par les conditions aux limites. Le vecteur e, est le vecteur unitaire le 
long de l’axe du guide (axe Oz). Le champ transverse Er se décompose dans le repère lié au 


Figure 7.1 
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point M (voir figure 7.1) selon les directions radiale (vecteur unitaire e,) et tangentielle (vecteur 
unitaire e,) 

Er(p) — E,(p)e, + Ec(p)eo 
Les composantes longitudinale E.(p}e "7% et transverse Er(p}e" °° qu champ sont solution 
de l’équation d’onde exprimée en coordonnnées cylindriques : 


dy ,10w, 10%, 2w 10 
Op? pop p0p? 07 co? 


Ce même formalisme s’applique aussi au champ magnétique B. 


La méthode de résolution consiste à résoudre d’abord l’équation d’onde pour les champs longi- 
tudinaux (E, et B,) puis à exprimer les champs transverses (Er et B7) en fonction des champs 
longitudinaux à l’aide des équations de Maxwell. 
ED Guide d'onde cylindrique métallique 
Nous allons nous placer dans le mode transverse magnétique (TM) dans lequel le champ élec- 
trique transverse a seulement une composante radiale : E7(p) — E,(pe,. La condition de 
continuité de la composante tangentielle du champ (ici E,) impose que E, doit être nulle sur la 
surface du guide : 
E:(p = a)=0 (7.8) 


a) Montrer que E,(p) est solution de l’équation 
il 2 
E!+-—E!+ (2) -& E,=0 p<a 
p é 


b) Montrer que les conditions du problème, et en particulier la condition de continuité (équation 
2 


: : : d. (0) 
7.8), imposent que la constante de propagation satisfasse la condition k° < (=) et que la 
C 


fonction E, soit de la forme 
E.(p) = AJo(yp) 


@\ 2?  : 
avec y = {/ (=) — k2 et À une constante arbitraire. 
C 


c) On impose maintenant à la solution de D (b) de satisfaire la condition de continuité (équa- 
tion 7.8). 
i) Etablir que le paramètre y ne peut prendre qu’un ensemble discret de valeurs. 


ii) En déduire que le champ ne peut se propager que pour des fréquences supérieures à une 
certaine valeur w. appelée fréquence de coupure et que l’on déterminera. 


d) Déterminer la composante transverse à partir de l’équation de Maxwell 


__ ik OE;(p) 
E,(p) — y? dp 
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FD Modes de propagation dans une fibre optique 


Énoncés des problèmes 


Gaine indice n, 


La gaine et le cœur d’une fibre optique sont des diélec- 
triques d’indices respectifs n1 = 4€; et n2 = 4/€2 avec 
n; < n) (voir figure 7.2). On injecte dans le cœur de la 
fibre un champ harmonique à la fréquence «w qui se pro- 
page suivant l’axe OZ et qui possède la symétrie azimu- 
tale (voir préliminaire de ce problème). On indice par 1 
les champs dans la gaine, par 2 les champs dans le cœur. 
Nous allons déterminer la composante longitudinale des 
champs, E;,(p) (et B,(p) pour le champ magnétique), qui 
est une solution bornée de l’équation d’onde et qui doit 
satisfaire : Figure 7.2 


Coeur indice ñ, 


. dans la gaine le champ doit être rapidement amorti 
dans la direction transverse : E;,(p) © e”P. 

- dans le cœur, au contraire il ne doit pas y avoir d’amor- 
tissement transverse. 


a) Compte tenu de ces conditions, des résultats de ED et de l’exercice 7.4, établir que le champ 


est de la forme 
af 
p>a Ei,; = AiKo(Bp) avec B = 1\/k2— a (7.9) 


2 
[02] 

p<a Es, = Ado(yp) avec y — 27 — k2 (7.10) 

où À, et À) sont des constantes arbitraires. Le champ B,(p) est de la même forme. Remar- 

quons que les conditions ci-dessus contraignent le facteur de propagation k pour une fré- 


[02] (02) 
quence donnée : /€,— < k < 4/€—. 
c c 


b) Les composantes transverses des champs dans chaque milieu s’expriment à partir des équa- 
tons de Maxwell en fonction des composantes longitudinales E, et B,. Nous allons étudier 
les modes tranverses électriques (TE) pour lesquels on fixe E;, = E, = 0. 

Le champ transverse se décompose suivant ses composantes cylindro-polaires (voir 
figure 7.1) : 


Er(p) — E,(p)e, + E,(p}ee 
Br(p) — B,(p)e, + B,(p}es 
Les équations de Maxwell dans le mode TE (ÆE, — 0) impliquent dans chaque milieu 
B, = E, —0et 
2 
r) 2 OB;; œ 
(4% — k ) Bip — k ôp Eio — x Pie 
À OB & 
2 _ 2z — 
(e$ = k ) B5» — k p E9 — CE B2r 


où B1, et B>, ont la même forme que E;, et E>, dans les équations (7.9, 7.10). 
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Montrer que 


i@ 

BC 
ik i@ 

p < a B5; — Cio(yp) —> By — a AP Es = ve 2410) 


ik 
p > a Biz = CiKo(Bp) — Bis — B C1Ki(Bp) Eig = CiK1(Bp) 


où C. et C) sont des constantes arbitraires. 


c) On impose maintenant les conditions de continuité des composantes tangentielles des 
champs entre les deux milieux, en p = a. 


Bi.(a) — Bi,(a) ; Ei(a) — Ex(a) 


En déduire que cela entraine pour la constante de propagation k une contrainte qui peut 
s'exprimer : 

J K : 

Ce) , Kia) _, P +8? = (6 - &)— 
yJo(ya)  BKo(Ba) c 


d) Montrer, en vous aidant d’une résolution graphique (à la main ou avec Maple), que l’équation 
ci-dessus n’a pas de solution si la fréquence w est inférieure à une fréquence w. appelée 


ay/(e> — €) 


de Jo. Pour w > w. les modes TE apparaissent. 


fréquence de coupure donnée par w, = Ë; où 1 — 2,405... est le premier zéro 


Problème 7.5 Transformation de Hankel 


Soit une fonction f : R* — C, continue, dont le module décroît à l'infini plus vite que 1/7. On 
définit sa transformée de Hankel d’ordre n € N, F(k), par : 


k ER — F(k) = [ rnanroar (7.11) 
0 


où J, est la fonction de Bessel d’indice entier n. On se propose d’établir la formule de la transfor- 
mation inverse : 


fr) = | L kJ,(kr)F(k)dk (7.12) 
0 


Pour cela on a recours à la transformation de Fourier à deux dimensions. Soit g : R° — C que 


l’on supposera continue (bien que cela ne soit pas nécessaire) et de module intégrable dans R? ; 


on définit sa transformée de Fourier (en pulsation) G par : 


[ee] [ee] | 
G(w1, @2) — [l dx | dx eteraten) ÿ(x, x) 
— 00 —00 
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et la transformation inverse : 
1 ou œ 
g(x1,x2) = > / de | do et) Go, wo) 
Or) Je Le 


Dans toute la suite on admettra que les conditions sur g sont suffisantes pour assurer la convergence 
des intégrales ci-dessus. 
On effectue le changement de variables : 


Xi =rCoSÛ x —rsin® 
œo =ksing «> = kcos D 


où r et k sont dans R* et 4 et D dans [—7, 7]. 
Attention à la position du cosinus et du sinus dans la transformation (w1,æ2) — (k, D). 


ED Expliciter les transformations de Fourier directe et inverse pour les fonctions 
&(r,0) = g(rcos6,rsin0) et G(k,p) = G(ksinp,kcos ) 
(on rappelle que dans les changements de variables des équations 1 et 2, dx; dx — rdr d6 et 


do: do — Kkdk dd). 


P On prend £(r, 0) = e/"? f(r) où n € N où f satisfait les conditions énoncées au début. 
a) On définit 


27 
1, (b) — | eikr sin(d+0) ,in0 7 9 neN 
0 


Montrer que 1, (D) = 2e"? J,(kr). 
b) En déduire que G, la transformée de Fourier de £, est de la forme : 


GK, D) = 27 e "PF(k) 


avec F(k) défini par l’équation 7.11. 
D En déduire la formule de la transformation inverse de Hankel (équation 7.12). 
4 En utilisant la transformée de Laplace par rapport à k de JQ(kr) (voir exercice 7.6) déterminer 


la transformée de Hankel d’ordre zéro de : 


1 
rER — f(r) = ——— a >0 


Vr? + a? 
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DU MAL À DÉMARRER ? 


7.1 La relation de récurrence a un pas de 2 et relie donc entre eux les coefficients d’indice de 
même parité. 


7.2 B Attention ! la méthode de résolution conduit à trois solutions. Sont-elles indépendantes ? 


2.3 Pour démontrer la relation de récurrence utiliser la représentation de J, par la série. Même 
chose pour la représentation intégrale ; on admettra de plus la permutation de l’intégration sur 
t et de la somme sur k de la série. 


7.4 Faire le changement de variable u = x\/|a| 


7.5 Utiliser la représentation intégrale de J, établie dans l’exercice 7.3 D (b). 


Problème 7.1 


Passer en représentation complexe et utiliser la fonction génératrice des fonctions de Bessel pour 
z = ect 
Problème 7.2 

21,/p U 


Préliminaire : faire le changement de variable nr, 
a 


Dans BD (b) utiliser le comportement asymptotique des fonctions de Bessel pour sélectionner les 
—t 


solutions ; dans P3 (d) utiliser la fonction exponentielle intégrale E1(x) = | Pa 


Problème 7.3 

Si une série de Fourier est (identiquement) nulle tous ses coefficients sont nuls. Les équations 
engendrées pour a, et b, sont des équations de Bessel. Seules les solutions régulières à l’origine 
sont acceptables (amplitudes finies). 


Problème 7.4 
ED (b) Utiliser le résultat de l’exercice 7.4. 


ED (c) On rappelle ques les J, ont une infinité de zéros. 
BD (a) Dans l’équation d’onde remplacer c par c /n1 ou c/n; selon le milieu. 
D (b) Utiliser Jÿ — —J1 et KG = — Ki; 


ED (d) Pour trouver les conditions de résolution de l’équation on peut soit étudier le signe de 
chaque membre soit avoir recours à un programme Maple. 


Problème 7.5 
BP (a) À un moment il faut utiliser la périodicité de l’intégrant. 


ED Utiliser le résultat de la BD (a). 


FD Utiliser la réciprocité de la transformation de Hankel. 
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Corrigés des exercices 


Corrigés des exercices 


7.1 On rappelle que » > 0 et 2» # N. On cherche une solution sous la forme d’une série 
généralisée 


Oo) = D ax" ; a £0 
n=0 


1 2 
ED En reportant dans l’équation de Bessel : y” + — y’ + Ci _ =) y = 0, on obtient 
* x 


CO l se ; … 
DC + @)(n + a — Lasx"* 2 + . DC + ajax" + (i = =) > ax" = 0 
n=0 n=Ù me 


a—2 , 


a) On annule le coefficient du terme en x 


a(a — 1)ao + &ag — vao = (@° — v°) ag = 0 & à = + puisque a Z 0 


et celui du terme en x*7!. 


a(a + 1)ai + (a+ 1)a; — n'a; = (Ca + 0 — v°) di 


On remplace a par + 
(+2v + l)a, =0& a; = 0 puisque 2 Æ entier 


b) La relation de récurrence liant les coefficients a, et a,_2 se déduit de l’annulation du coeffi- 


cient de x"**-? pour n > 2: 
(n + æ)(n + a — la, +(n+a)a, — v'an+an_> = 0 
[Gr + aŸ — | An — —Qn_2 
c) Résolution de cette relation de récurrence 
@ = +v=(n+a) — v° = n(n +2») £ 0 puisque 2 £ entier 


1 
on (n + D). 


Cette relation lie entre eux les coefficients de même parité ; comme a; = 0, on a ay: = 0 
Vk > 0. Pour n = 2k(k > 1): 


pour & = Vv':üAn— h.> 2 


a = — 1 a = | a 5. k>lI 
sé DECE+N 7 PEŒan FT À + 
ROME +D)E—1+v).. (+) © 2ÆET (G+v+l) ? 
. (—1Y 2k 


>  y,(x) = al (v+1) x” ÿ 


RE 2ARIT (k+v +1) 


où ao demeure arbitraire. 
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1, 1 
Téœ+D > TG+1) 


7. -90 4% 
02 (TE rese5 G) 


b) L'autre solution correspond à choisir « — —. Les calculs ci-dessus sont reproduits à l’iden- 
tique et conduisent à 


D Pour x = 0 = y,(x) = ap x” = () 
a) On en déduit 


OO 


y C1 
ÿ_y(x) = D (—v + 1) ao x ÿ PTE 30" 
k=0 | 
1 : 


Comme est non entier L'(k — v + 1) est définie Vk. En prenant pour ap = ———— 
2-VT(—-v+1) 


on obtient pour la seconde solution 


24.58 : AE 
APÉR ) 


Les deux fonctions J, et J_, sont indépendantes puisque pour x + 0 la première s’annule 
comme x” alors que la seconde est singulière comme x" ”. 


C)Si v — n € N le terme qui apparaît au dénominateur de l’expression de J_,;, 
F&—v+1),_, = Fk—-n+1) = o pour & < n — 1 puisque la fonction | a des 
pôles pour tous les entiers négatifs ou nuls (voir chapitre 1). Les termes correspondant dans 
la somme sur 4 sont donc nuls et la somme démarre à k — n. 


_n 4 
Le Er 


En utilisant le fait que pour k > n ,l'(k—n+1) = (k—n)! et en faisant le changement 


d'indice! =k-—n 
Su qui . : 
D CIS oui É ) D Ten mn ue 


C1)" Ja) 


J_,(x) 


PTS, 
WI # 
LS. 

| 


Les deux fonctions J, et J_, ne sont donc pas indépendantes. 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


On explore la méthode de résolution d’équations différentielles linéaires à coefficients non 
constants par recherche de solutions sous forme de séries entières ou de séries entières généra- 
lisées (multipliées par une puissance réelle ou complexe de x). Cette méthode sera développée 
au chapitre 9. 
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Corrigés des exercices 


7.2 ED La fonction de Bessel modifiée J, satisfait l’équation : x?y”+xy—(1+x?)y = 0 y € KR. 


On cherche une solution de la forme d’une série entière y — ) 14 


n—=0 
OO OO 
RE — Ÿ_nax" VU — DC A = Dar 
n=0 n=0 
OO 
—4) + [ne (n — 1)a, +nay — an — An_2| x" =0 (les termes en x se compensent) 
ñi—2 
1 
+. dp — 0 et An — 5 n-2 n > 2 
n° — | 
= 0 : k>1 
dx = a = ———_— hf 
2k 2k+1 DKQOK + 2) 2k—1 Z 
1 
7 ŒkH — 


ARE + Di! 


On obtient finalement 


_ 1 2k+1 
vo = ap, RIRE DE 
k=0 


: 1 
Pour x + 0 la fonction y se comporte comme a;x. On prend donc a; = 5 


… 1 x\ 2k+1 
n@ = >, RUE + D! Ci 


k=0 
FD La fonction de Bessel sphérique j) satisfait l'équation 
2 
y” + —y! “a y _ 0 
4 


OO 


a) On cherche une solution de la forme y — >» ax". (ao £ 0) 
n—=0 
Dutam+e- Dax 2% (+ art à D axe = 0 
n=0 | . n=0 | n=0 | 


On injecte dans l’équation et on isole les termes de même puissance : 


terme enx%? [a(a—1)}+2«]ap = 0 
= a—=0oua—-Il 
termeenx*-! [a(a+1)+2(a+1)]a =0 
termeenx"*® 2? n>2 [(n+a)(n+a—1)+2(n+a)]a, +a,_2 =0 
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La première solution (régulière) j, correspond à æ = 0 


terme en x! = 24, = 0 = ay =0 
n—2 =1 
terme en x À = ———— à, > 
n(n + 1) 


Comme a; = 0 la série des coefficients impairs est nulle : a2,1 = 0. Pour les coefficients 
d’indice pair 


=1 (—1% 
& — DEOE + D) _ — & = — ({{ 
. MED CT GE 
| 1440 2 sin x 
— — ——. 
Jo(x) = & > CE + Di re Di ao — 
La deuxième solution correspond à « = —1 


termeenx* ! [a(æ+1)+2(a+1)la —0 x a —0 


Cette fois-c1 l'équation ne permet pas de fixer a; qui reste arbitraire ; 


terme en x"*%2 n >2 [(n—1)(n—2)+2(n— 1)la, +a,_2 =0 = a, = 


an DT 


Les deux séries de coefficients d’indices pair et impair sont présentes. On obtient donc appa- 
remment deux nouvelles solutions en plus de jo, soit trois solutions ! Déterminons-les. 
Commençons par la solution impaire que l’on note y;(x) : 


“1 (0 
=2k+1 = = ———tyÿ% 1 > = ——— 
n d2k+1 CE + D2k 1 d2k+1 CKk+ Te 
= | CN pur __, Sin 
+ Y(X) = aix 2 DE Di = a & jo) 
Cette solution n’est donc pas une nouvelle solution. Regardons maintenant la solution paire, 
YP(X) : 
1 D Fins D 
IE a _— = 
n M QE DA AE Gp YP(X) = aoxX > PISTE 
COS x 


>  yP(X) = & 


Seule cette solution y? est nouvelle et indépendante de la première, j(x) ; on remarque que 
ces deux solutions s’expriment en termes de fonctions usuelles. 
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Corrigés des exercices 


b) Vérifions que j,(x) = D Jne /26x) est solution 
V 2x 


_ T CT UE” 1 
Jan — 5x 4172 > Ja = 2 TR gr m2 


Re et se; 
Jn — 2 [x n+1/2 x VX n+1/2 4x2/% n+1/2 
On injecte dans l’équation 


n(n+1)|. Il 1 n(n+1) 1 
_ ee ne | MT La nn /2 + (i T2 any 


2 
l 1 (n +1/2) 
— ar + = un/2 + ( = peer us 


2 
De La — j}, LA L 
X 


puisqu'on retrouve l’équation de Bessel d’indice n + 1/2 de laquelle J,,; /2 est solution. 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La même méthode que dans l’exercice précédent permet d’obtenir les solutions de l’équa- 
ton de Bessel modifiée et de l’équation de Bessel sphérique. Ces dernières s’expriment en 
termes de fonctions simples. Rappelons que dans un intervalle donné une équation différen- 
üelle linéaire d’orde n a n solutions indépendantes. 


7.3 D Fonction génératrice : on a l'identité : 
Le Il 
Exp te _ 2) 
2 Z 


Driaiy = D 1,4% D #16) 


1 1 
Exp ET — 2) EXP ET — 2) 


n—=—00 P—=—c qg—— 
= Ÿ, 4106) 
P;4=—00 


On isole le terme en 7” en faisant dans la dernière somme le changement d’indices : 
(p,q) — (p,n = p +q). On obtient 


OO 


Lay ÿ 670) 


p=—0o 
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P Relation de récurrence : Utilisons la représentation en série entière de J, 


OO 


_ 4% 2k+2n 
x", (x) = ÿ _CD”_ x 


Lu KE +7)! 22 


OO 


: / (IX GK +2n)x ri 
BAG) = 2 HI + n)! Dr 
k=0 


OO 
n—] 


 : (—1} NE =, 
n” G) ET TEEN G) TN ni 
On a de même 


OO 


no 2k 
says = SCT 


! 1 92k+n 
LA NE +) 2 


nl (—1} CO. _ (—1} x2k-1 
LaG/x"T = D nain ee 2 pui 


k=0 k=1 
20 f_pyu+l  L2#1 1 RES _1y 2 
= germes (3) Dntrar Q) 
= —Jhn(x)/x" 
On en déduit 
NT LOC LOQ = 06) 
=n LG) a DOME = —da@)/x 


En combinant ces deux équations pour éliminer soit J, soit J} on retrouve les équations 
(7.3,7.4). En particulier en faisant n — 0 dans l’équation 7.3 : Jÿ(x) — J_1(x) — —J1(x) 
puisque J_,(x) = (—1)" J,(x) (cf. exercice 7.1, ED (c)). 


ED Représentations intégrales 
a) On rappelle (voir chapitre 1) 


TT) [” D 
BA V= == À Bb y)=2 cos" {sin tdi 
É (x + y) - 0 
On en déduit 
LE 1 1. 11œ@+bT&k+b 
:. 2k 2v 2 2 
U De REP  DuevsD 
l 2 Fe 
© ©  —] sin {cos ”tdt 
T(k+v+1) T&+ DT + D 


182 


© Dunod -— La photocopie non autorisée est un délit 


Corrigés des exercices 


b) On remplace dans la série qui représente J, (équation 7.2) 


1 
(k+v+1) 


OO 


_ YO rx 2 es 
J,(x) — (5) 2 x G) en | sin” { cos” (dt 
160 PE de ou, (—1} y sin* £ _ 
+2) Jo 4 Ok! \2/ T(&+5) 


nn à Il 
où on a permuté intégration sur f et sommation sur k. On rappelle L'(k + 5) = 


(2k)! 
22 k 


L 3 Ga m/2 ” ce) (—1} x 2k 22 p1 de 
HR. = Va TE+) ) cos” { 2 Li G) IST sin {» dt 


Do EE > TE 
— PINCE : cos?” t D Ch) (Hs sin t)* dt 
2 k=0 ° 


On reconnaît dans la somme le développement de cos(x sin f) 


2 Ga m/2 
VA T(v +3) Jo 


En faisant dans cette dernière intégrale le changement de variable 


J,(x) = cos” t cos(x sinf) dt 


d 
u = sint = dt = 7 : (cost)? = (1 — w2ÿ 


V1 —u? 


on obtient 
2, (2) 


VT I + +) 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


J,(x) —_ 


1 
| (A — u2y— 1/2 cos(xu) du 
0 


Ces diverses propriétés des fonctions de Bessel sont très utilisées dans les calculs. 


7.4 Sia > 0, on pose a — k° et si a < 0,on pose a = —k?, On a donc k = +/ a|. Faisons dans 


l’équation le changement de variable r — kx avec z(f) — VC). On a donc (dérivée d’une fonction 


composée) 
dy dz dt d |dy d dt 
| : Fu NE) = lp = 25" 
Vax dtdx 7 a El Fr S ra 
1 e k Ke 
y"+—y"+(a — y = 0 k2z" + <kz! + (ER = yz = 0 
+ x” t 1e 
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où le signe + est celui de a. Si a Z 0 = k 0 on divise par k? 


il v° 
a É 07 +-y+(41- 5% =0 
a > 0=Z(t)=J,(t)ou N,(t) = y(x) = J,(xva) ou N,(x va) 
a < 0 7Z(r) = 1,(r) ou K,(4) = y(x) = 1,(x la) ou K,(x\/lal) 
Si a = 0 l’équation devient y” + —y"— —y = 0 qui est une équation homogène ; pour À 0 les 
+ 


+ 1 | 
solutions sont de la forme x =”. Pour » — 0 on a y” +—y" — 0 qui a pour solutions a + B In x avec 
_ * 
a et B constantes arbitraires. 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


Ce résultat est exploité dans beaucoup de problèmes aux limites dans la mise en œuvre de 
conditions aux limites et permet de sélectionner la forme des solutions (voir problèmes 7.2, 
7.3, 7.4). 


7.5 ED La transformée de Fourier de la fonction 


Fr) 


est donnée par 


ji f° 1 | Du 
F(r) = = | e Triqr — 2 cos(27vt)dt 
FT J_1 VI-Fr2 T Jo VI-1t? 


où l’on a utilisé la parité pour obtenir la dernière expression. D’après la représentation intégrale 
de l’exercice 7.3 ED (b)ona 
F(v) = Jo(2Tv) 


FD On en déduit 


f@) = | Jrv)e "dv — Joe dx = 2 Fo) 


. x=—27v QT = 


= F{Jlb} =27r f(rv) 
Ce qu’il faut retenir de cet exercice 
Cet exercice fournit un exemple de transformée de Fourier d’une fonction non bornée de £! 


et aussi un exemple d’utilisation de la représentation intégrale de Jo. 
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7.6 ED Développement en série entière de la fonction 


D Par ailleurs on a 


1 
V1+x2 


Corrigés des problèmes 


2) Gr) 


>(-)u X 3 X::. 
n=0 

_ 1 (A)! [x\2r 
De (n 1)? G) 


Ci) 
Hi) = 2 ne 


2n 
On = 1 — 
n! 


G) 


Prenons la transformée de Laplace de la série (qui converge uniformément sur R*) 


L{Jo(x)} = 


OO 


( 
0 


1 1 (2n)! 1 


1) —_— 


(n!ÿ D2n p?r+l D 
1 1 


+5 V1+p° 


Ce qu’il faut retenir de cet exercice 


La méthode de transformation de Laplace vue au chapitre 3 qui consiste à transformer terme 
à terme le développement en série entière de la fonction conduit ici à un résultat simple. 


Problème 7.1 


OO 


Corrigés des problèmes 


La pulsation instantanée d’une onde modulée en fréquence a pour expression 


Q(6) = À + kw cos(wt) 


où (, est la pulsation de l’onde porteuse, w celle de la modulation et k l’indice de modulation. 


ED Si le signal s’exprime par 


f() = Ao cos (1) 
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où (fr) est la phase, la pulsation instantanée est donnée par 


QG) — so — Qo + kw cos(wt) 


= (tr) = of + ksin(wt) + Do 
FD On peut écrire 
ft) — Aocos [Qot + k sin(œt) + bol — AjRe {ei (Nortdotik sin(ur)} 
— A,Re fennrener ot 


On utilise la fonction génératrice des fonctions de Bessel 


1 _ CRT _ . 
exp ET LL 2) _ >» z"J, (x) — e* sin(æt) ÿ er A CS 


n—=—C n—=—C 


_ 1 = aoRe ets ÿ 20) 


n—=—O0O 


— À) >» J,(R) cos(nœot + ot + Do) 


n=—œ 


La différence de ce développement avec une série de Fourier est que la pulsation instantanée 
no + (, n’est pas directement proportionnelle à n ; si A £ mo (m € Z) la fonction n’est pas 
périodique de période 27 /w. 

Ce qu'il faut retenir de ce problème 


On voit dans ce problème une application de la fonction génératrice des fonctions de Bes- 
sel qui conduit ici à un développement simple d’un signal modulé en fréquence. 


Problème 7.2 


ED Préliminaire 
1 a | 4” 
— exp(— — — — exp(—— — pt)dt 
L Ë exp( Dur) | 7 exp( FR à )d 
ol 2 
2 2 a 2 
2t dt 
on pose vP ét — _ et — — du et (0,00) — (—00, co) 
a 2./P t 
l a” LP jé 
L|—exp(——)u(t)| = —- exp |[—-a/p coshu] du = exp |[—-a,/p coshu] du 
21 4 2 } à . 
—  Ko(a/p) 
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Corrigés des problèmes 


D Fil chauffant 
a) La transformée de Laplace de l’équation est 


du 1 Ou Ou £ OU I1OU 
Gr" rôr Ôt “ee Or? ere PER 


en tenant compte de la condition initiale u(r,t = 0) = 0 
1 
b) Ko(x) est solution de l’équation de Bessel modifiée y” + —y" — y — 0; Ko(ax) est solution 
x 


1 
de l’équation de Bessel modifiée y” + —y/ — a?y = 0 (voir exercice 7.4) ; on en déduit que 
la solution de l’équation ci-dessus est de la forme 


U(r, p) = A(p)KoQr /p)+ B(p)o(ar /p) 


où /, est l’autre solution de l’équation de Bessel modifiée et où A(p) et B(p) sont des fonc- 
Ar /P 
tions arbitraires. Le comportement asymptotique de Zo(Ar/p) + —= est incompatible 
TP 


avec la condition : « u(r,t) bornée = U(r, p) bornée pour r — © » et donc B(p) = 
c) On prend la transformée de Laplace de la condition de flux 
Ou OU 
imre (r,t) = —@o Es imr — po 


Or dr p 


Par ailleurs 


._ OU 
limr=— — A(p) lim (ar Vp) = ——— Ko(Ar/p) = —A(p) 


JE r VP) 

On en déduit 6 
AG) = — 

P 

d) On a donc : 

1272 bo 2e 


l _ ti 
Ur p)= do KoGr VE ur, D = do | rend =, AD 


où Æ; est la fonction exponentielle intégrale (voir chapitre 1). 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


On retrouve de nouveau l’équation de la chaleur résolue cette fois-ci par transformation 
de Laplace. La représentation intégrale de la fonction de Bessel modifée K, permet de 
prendre la transformation de Laplace inverse. 
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Problème 7.3 
D On injecte dans l’équation d’onde la forme pour f : f(r,0,t) = g(r,60)cos(wt — œ); on en 
déduit l’équation aux dérivées partielles dont g est solution 
d'g 10g 1 d?g «° 
— + + = = ——g 
OP? vor r700 c? 


FD On cherche g sous la forme 


g(r,0) = ao(r) + ÿ a(r)cosn0 + b,(r)sinn0 
n=] 
a) On a donc 


&? 
C 


1! 1 ! È 1 l ! ao n° 
ag(r) + 7 or) + ao(r)+ ÿ a; (r) + nt) + æ à an(r)| cos n0 


2, 


oo 2 
+ N I) ” br) j (£ = n) bte) sinn0 = 0 


On en déduit 


1 &@? 
ap (r) + =a6(r) + Sao) 


| 
© 


1 2 2 
an (r)+—a;(r) + Eu) = 0 W>1 
r c2 r? 


] 
© 
<« 
St 
V 


1 2 2 
b"(r)+ —b!(r)+ (£ = =) bar) 
r C r 


b) En faisant le changement de variable z — —r (voir exercice 7.4) ces trois équations sont de 
C 
la forme 


1! 1 ! n? 
Y + . ()+(1 — 7))@) = 0 


qui est l’équation de Bessel d’indice entier n (avec n — 0 pour la première). Comme les 
fonctions a,(r) et b,(r) doivent être bornées, en particulier en r = 0, on en déduit 


antr)= Apr) nEN  bifr)=Byl(=r) ne N*' 
C C 


où À, et BP, sont des constantes arbitraires. 
5) Pour satisfaire la condition f(R, 0,t) = 0 = g(R, 0) = 0 on doit avoir 
g(R,0) = aÿR)+Ÿ a (R)cosn0+b,(R)sinn0 =0 VO 
n=] 


+ Vn A,J(CR) = 0et B,J,( CR) = 0 
C C 
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Corrigés des problèmes 


On a une infinité de façons de satisfaire cette infinité d’égalités : à chaque entier k on a une 
solution donnée par 


Aj=B;=0 Vi£t 
A, et B; quelconques et HCER) = Ÿ 
C 


La deuxième équation a là encore une infinité de solutions obtenues en choisissant — À parmi 
ne 2: ; C 
l’infinité des zéros de J,; ce qui donne 


Les solutions élémentaires correspondantes sont donc de la forme 
r : ct 
Éd HG ©) (A4 cos kO + By sin k6) cosy — @) 


et dépendent de deux entiers arbitraires K et p. 


FD Dans un mode de vibration donné (k, p) les lignes nodales sont données par 


Fe,ptr, 0,1) = 0 Vt 


c’est-à-dire 


A4 cos k0 + B;sink0 — 0 
DT, — 
ou JG, R) LL 
NU ; ; Àk A 
La première équation a pour solutions : tg K0 = —— — cste = 0; — 66 + ie 


Ù ; k  … : 

j = 0,1,..2k — 1. Les lignes nodales correspondantes sont donc k diamètres faisant entre eux 
T 

un angle T 


r 
La deuxième équation a pour solutions : D = avec g = 1,2...p. Les lignes nodales 
z® 
correspondantes sont donc les p cercles de rayon r — RTS. 
z 


Les modes invariants par rotation sont ceux qui ne dépendent pas de 9. Ce sont donc les modes 
k=0 


_ (0) 7 (0) CE 
Jo,p(r, 6,1) = JG, 5)cosG,  — ©) 


Visualisation Maple (version 10 ou supérieure) du mode k — 2, p = lavecR=1,c=l: 


with(plots) 

addcoords(z_cylindrical,[z,r,theta]l,[r+*cos(theta) ,r*sin(theta) ,z]) ; 
animate( plot3d, [Bessel1J(2,5.1356*xr)xsin(2*theta)*xcos(5.1356x*t), 
r=0..1,theta=0..2*Pi,coords=-z_cylindrical,axes=BOXED], t=0..2 ) ; 
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Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Ce problème décrit la résolution de l’équation d’onde à deux dimensions avec des condi- 
tions aux limites fermées : les modes de vibration sont décrits par les fonctions de Bessel. 


Problème 7.4 
ED Guide d'onde cylindrique métallique 


a) Ÿ(p, z,t) = E.(phe 1) est solution de l'équation 


CEA 10 1 ay dv 1 @Y 
Op? pôp p0p? Or co? 


En remplaçant on obtient 


Ex lpg'4 (2) -& E,=0 (7.13) 
Z p Z c TN + < 


2 
b) On pose Ô — SG — k?). On en déduit d’après l’exercice 7.4 que la solution est de la forme 


8 > 0— E,(p) = à Jp V8) + B No(pV®) 
8 < 0— Ep) = a lp 161) + B Ko(pV/18) 
Ô — 0—E,(p)= amp+pB 


Les fonctions de Bessel modifiées n’ont pas de zéro et ne peuvent donc pas satisfaire la 
condition de continuité ; E, ne peut pas être singulier ni constant ce qui exclut la fonction 
| TO w\? 
a In p + B. On doit donc avoir (=) — k? > 0. On pose y? — (=) — k?. La solution non 
: " à (oi ë 
singulière (en particulier en p = 0) est de la forme 


E;(p) = Eodo(yp) 


où E, est une constante arbitraire. 
c) Le champ électrique doit être nul sur la surface du guide : E,(p = a) = 0 = Ji(ya) = 0. 
. Dar z < ; | 
i) On en déduit que ya = 79 = Yp — +, p — 1,2,.. où {z,} est la suite croissante 


des zéros de J5. On a donc une infinité de modes de propagation caractérisés par l’entier 
p 2? 1. 


o\ 2 Zp\? mn] 


. £ z c 
ii) On a donc y, = 2 (—) —k? = > 3 © > ©) = 7,—. Pour que 
a 


. C . a C aq 2 Lu: 
le mode p puisse se propager 1l faut donc que la pulsation de l’onde électromagnétique 
satisfasse cette condition. La constante de propragation de ce mode est alors donnée par 


l'expression 
1 2 
k, = —1/ «? — (at) 
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_— c c | 
En particulier si & < œl) — ae = 2.405— — w, aucun mode ne se propage. D’où 


a 
le nom de pulsation de coupure donné à &.. Si &, < © < o2) seul le mode p = 1 se 


propage. Si &® < & < &w°®) les modes p = 1 et p — 2 se propagent, et ainsi de suite. 
d) La composante transverse est donnée par 


ik OE.(p) ik ik 
A = — EoyJo(yp) = ——EoJi(yp) 
y* Op y y 


Er(p) = 


D Modes de propagation dans une fibre optique 


1 2 
a) En, et E2, (Bi: et B2.) sont solutions de F/(p) + —F'(p) +(e— — K2)F(p) = 0 où on a 
C 


L . - 214 54 C C a Fe 
remplacé dans l’équation 7.13 la célérité c par — — —= dans un milieu d’indice n — 4e. 
n € 
- Dans la gaine le champ doit être rapidement amorti dans la direction transverse : 
2 


Ei,(p)( ou B:,(p)) = eP. On doit donc avoir une équation de Bessel modifiée = €; re < 0 
c 


et la solution retenue est celle qui est décroissante (K°, et non pas Lo). 
- Dans le cœur, au contraire, 1l ne doit pas | avoir d’amortissement transverse ; on doit avoir 


——. (0) 
une équation de Bessel ordinaire + € — k* > 0. De plus le champ est une fonction 


C 
bornée Vp < a en particulier en p = 0; la solution retenue est donc J\ et non pas M. 
2 
: œ 
Gaine p > a  Ei:(p) = AiKo(Bp) Bi:(p) = CiKo(Bp) avec B = 1\/k°— a 
2 
(2) 
cœurp<a  Ex(p)= Aio(yp)  Bz(p)= Cido(yp) avec y = 1e 
Où A1, A4), C1, C2 sont des constantes arbitraires. 


b) Pour les modes TE : £, — O0 (A; A 0) > B, — E, — 0; les composantes 
transverses sont données par 


B; = _ ik OBi: _ ik OBx. 
: B? Ôp 8 dp 
[0] [0] 
Eïie — —EPir E2e — | 
En remarquant que JS = —J; et Ki — —Ki 
Gaine p > a By = GC1K1(BD Eire = —DeC1KA(BD) 


ik i@ 
cœurp <a  B3, — y AP) E59 = eo MP) 


c) Les conditions de continuité des composantes tangentielles des champs en p = a se tra- 
duisent par 


Bi.(a) — B,(a) = CiKo(Ba) — C2Jo(ya) 
Erg(a) = Enç(a) + —©CiK1(Ba) = —C2Ji(ya) 
Bc yc 
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En faisant le rapport membre à membre on élimine les constantes arbitraires et on obtient 
pour la constante de propagation k la contrainte : 


Ji(ya) ne K;(Ba) 
yJo(ya) BKo(Ba) 


On définit 


] 2 F 22 > 
œ [02] o"€a 
+= -u kK—Ee— Y—=Yd4—à C5 x? + y? = (6 — €) - = q? 
ré C é 


La contrainte se reformule 


Ji) Ki) 


x Jo(x) y Ko(y) 


y= / q? —x2 
d) Les fonctions K, et K, sont positives. Les fonctions J{(x) et J,(x) varient (dans ce tableau 


£1 —2,405 est le premier zéro de Jo, m1 —3,832 le premier zéro de J, et £2 —5,520 le 
deuxième zéro de Jo). 


1 positif O0 négatif négatif 0 


O0 positif positif O négatif 


D Fe (0) (0) | | 
k est contraint à rester dans l’intervalle ID VE, VE ce qui entraine pour x et y 
Ë C 


[0] [02] 
X q NV 0 
y 0 7 4 


On peut visualiser l’apparition des modes par une analyse graphique de l’équation. 
d K 
1x) en trait plein et — 10) 
) PRIOR 
K1(y) 


YKo(y) 
que pour g < é; la courbe pointillée et la courbe pleine ne se coupent pas : il n’y a pas de 


Ji(ya) 
YJo(ya 


© < @e = Ë] EE) il n’y a pas de propagation. Pour © > w. les modes TE apparaissent. 
a €2 — €] 
Le graphique de la figure 7.3 indique que le second mode apparaît pour g > & 


La figure 7.3 représente 


en trait pointillé, pour g = 5. 


En faisant varier g on déplace la droite verticale, asymptote de — . Il apparaît clairement 


solution. Sig > &1 alors 


5 devient négatif et une solution apparaît. En d’autres termes pour 
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J(X)/XT (x) 


(Ne 


KE) 


q 


Figure 7.3 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


De nouveau l’équation d’onde, mais à trois dimensions en milieu semi-infini cylindrique : 
les modes de propagation des ondes électromagnétiques sont décrits par les fonctions de 
Bessel. Dans les deux questions remarquer le rôle fondamental du résultat de l’exercice 7.4 
qui conduit à sélectionner la forme de la solution du problème et les modes de propagation 
selon les conditions aux limites. 


Problème 7.5 
ED On effectue le changement de variable dans l'intégrale de Fourier ; on a 


@1X1 + @2X2 = kr (cos 6 sin D + sin 4 cos D) = kr sin (D + 0) 
et 
Ga, w) — GK) 3; g(x1,22) — &(r,06) 
G(k, D) = | er SN®+8) S(r O)rdrd0 : &(r,0) = Î eikrSin(£+8) G(k, b) kdk dp 


1 
(27}? 
D On prend g(r,0) = e"? f(r) où n € N. Alors 


(61027) 


[l ex a a 7 (à rdrd0 
R2 


ee) 27 
| {] eikr ménage) f(r) rdr 
0 0 
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a) On note 1, (b) l'intégrale 


Eu 27+d 
—_ikr si 0) in0 L; _jkr si : 
Le (b) — / e ik sin(+ ) pin dÙ —=. na | ei r sin(u) inu y 
0 u—=p+0 à 


27 + 

est 27-périodique, donc l’intégrale | ge PAESD CNT jé 
di . # . . 

dépend pas de et elle est égale à | e SRG) Qi Ju — 27 J,(x) (voir représentation 


La fonction e {#7 Sn) inu 
intégrale dans le rappel de cours) : donc | 
LD) = 27e" J,(kr) 


b) On en déduit 


G(k, D) | L (D) f(r) rdr = 27e"? | L Jr) f(r) rdr = 27 e "ÊF(k) 
0 


0 


avec F(k) — [ rJ,(kr) f(r)dr 
0 


ED On écrit que & est la transformée de Fourier inverse de G : 


0) = ao) 1 er SE G(k, b) kdk dp 
(27) Jr 


1 00 27 | . - 
{l eikr menus) F(k) kdk 
0 


27 Jo 


L'intégrale entre { } n’est rien d’autre que Z,(0) — 27e "® J,(kr). On en déduit 
FT) = | J,(kr)F(k) kdk 
0 


FD La transformée de Laplace de Jo a été calculée dans l’exercice 7.6; le résultat est 


Il 


ET: 


Il 
En utilisant la propriété de la transformation de Laplace £(f(at) = —F es on déduit la trans- 
a a 


L {Jo} = 


formée de Laplace par rapport à k de Jo(kr) (r > 0) 
Il 


Vr2+ p? 


És {Jo(kr)} — 
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Donc 


1 OO : OO e”Pk 
———— — L Jo(kr)e P* dk — 4 Jo(kr) kdk 
2 0 0 k 
1 e PK 1 e t* 
EE  . (—) sH =) 
Ta 0 (KE "LV k 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La transformation de Hankel est utilisée pour résoudre des problèmes de potentiel en coor- 
données cylindriques. 
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ORTHOGONALES 


RAPPELS DE COURS 


L'espace £? est l’espace vectoriel des fonctions de carré sommable : 
OO 
Tel | | ft)? dt bornée 
— CO 


Ces fonctions modélisent les signaux d’énergie finie. 


On définit de façon plus générale L? (a, b) qui est l’espace vectoriel des fonctions de carré 
sommable sur l’intervalle [a,b] par rapport à la mesure du — w(f)dt où w est une fonction 
définie continue sur [a, b], positive sur Ja, b[ appelée fonction de poids. 


b 
FeL (ab) | w(t) | f(t)[? dt bornée 
On a donc L? = LŸ(R). 


Ces espaces vectoriels sont des espaces de Hilbert : 


° on peut y définir une norme 


b 1/2 
f € Li (a,b) = ||f|| = | FO) mo 


la convergence d’une suite : { f,} converge vers f dans £? (a, b) 


lim ff, — fl = 0 4 Ve 2N(e) tel que 
b 
n > + | LA) — FOF w(dt < e 


-_on peut définir un produit scalaire hermitien 


b 
di h w() FO et) di 
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- et une base dénombrable orthonormée {®, } : 
V(n, m) € N° (Dn; Dm) = Ônm 
VFEL?(a,b) {a} (an € Chtelque f=N ap 


An — (Dn, f) 


2 


FO ab) dt =0. 


b 
La relation f — DEC Z signifie lim | w(f) 
n 4 k=0 


°e Relations de Plancherel et de Parseval 


Ï = ÿ AnPn g — ÿ BnDn = (f,8) Ÿ ab, (Plancherel) 


= || f|P ÿ la,|?  (Parseval) (8.1) 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 8.1 La base de Fourier 

On se place dans l’espace £?(0, T) c’est-à-dire l’espace Le (a, b) avec w(t) = 1 et[a,b] = [0,T]. 
On pose w = 27/T. 

ED Montrer que les fonctions 


Pn it Pat) = HR nez 


Il 
—— e 
VT 
forment une suite orthonormée dans £?(0, T). 


2) On admettra que cet ensemble constitue une base dans £?(0, T). Exprimer les coefficients 
{a,} de la décomposition de f sur cette base. 


ED Les fonctions T —périodiques et qui satisfont le critère de Dirichlet sont dans £°(0, T) ; quelle 
relation existe-t-il entre les coefficients { a, } et les coefficients de Fourier complexes {c, } ? 


ED À partir de la relation de Parseval || f|[? — ÿ la, |? retrouver la relation de Parseval liant les 


n 


coefficients de Fourier et la fonction f. 


ED On considère la fonction f : 1 — f(t) = |sin(t)|. 
a) Vérifier que f € L?(0,T). 
b) Écrire le développement de Fourier de f et la relation de Parseval. Que peut-on en déduire ? 
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Problème 8.2 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt 


On définit la suite des monômes :u, :x —u,(x)=x" neN. 
HD On se place dans l’espace £?(—1, 1). 

a) Montrer que les fonctions w, sont bien dans £?(—1, 1). 

b) La suite {u,} est-elle orthogonale ? 


FD On construit la suite {P,} de polynômes orthogonaux dans £L?(—1, 1) (ces polynômes sont 


les polynômes de Legendre) par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt qui est une 
construction par récurrence. 


a) On part de P, de degré 0 : 
Po(x) = 1 
puis on construit P, (de degré 1) par 


PiG@x) = œiu1(x) + ao Po(x) 
où les coefficients a, et «&, sont déterminés à partir de la condition d’orthogonalité 
(Po; Pi) = 0 
et de la condition de standardisation 
Pi = 1 
Déterminer explicitement le polynôme P;(x). 
b) On généralise le processus : supposons qu’on ait déjà déterminé { P;} ,k — 0,1,...n — 1. On 
cherche P, sous la forme 


n—] 


Pa) = anun(x) + Sax Pix) 


k=0 


Les coefficients {ax} ,k — 0, 1,...n sont déterminés en imposant l’orthogonalité de P, avec 
{Pr} ,k = 0,1,..n — 1 ce qui fait n équations. La dernière équation est la condition de 
standardisation, ici P,(1) = 1. 

Déterminer explicitement les polynômes P; et P;, selon ce schéma. 


ED On va appliquer le processus de la question précédente pour construire la famille de polynômes 


{ p,} orthogonaux dans £? (a, b) ; supposons qu’on ait déjà déterminé { px} ,k — 0,1,...n — 1. 
On cherche p, sous la forme 


n—1 
Pa) = Gnun(x) + D ax pa(x) 
k=0 
a) Montrer que 
= pe k=0,1,.n—1 
I px|] 
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Le polynôme p, est maintenant défini à une constante multiplicative près (æ, par exemple) 
qui est déterminée par la condition de standardisation (par exemple P,(1) — 1 dans le cas 
des polynômes de Legendre). 

b) Déduire de la question précédente que s1 la fonction de poids w est paire et que l’intervalle 
(a, b) est symétrique par rapport à 0, alors les polynômes p, sont de parité (—1}" (c’est le 
cas des polynômes de Legendre P,). 


FD On va construire trois familles usuelles de polynômes formant des bases orthogonales dans des 
espaces L? (a, b) dont les caractéristiques sont données dans la table ci-dessous (dans laquelle 
on a rappelé pour mémoire l’espace de Legendre étudié à la question 2). 


w(x) (a,b) Standardisation 


Legendre [—1,1] FCl= 1 


. 2 . . 
Hermite ]-oco,oc.[ coefficient directeur de H, — 2” 


Tchebychev T, [1,1] coefficient directeur de T, = 2"-l,n>1 


1 
V1 — x? et 75 = 1 


Laguerre Le [O, col L\(0) = 1 


Pour chaque famille construire les premiers polynômes (jusqu’à n — 3) et calculer leur norme. 


Pour cette dernière question on pourra utilement calculer au préalable, pour n € N, les 
trois intégrales 


CO 1 n CO 
2 X 
L— 1e de 2 JT - | dx ; K, = | Xe “dr 
le —1 V 1-— 2 0 


Problème 8.3 Théorème à propos des polynômes 


Etablir que si Qn(x) est un polynôme quelconque de degré N et {p,} la base de polynômes 
orthogonaux dans £? (a, b) alors 


(Ov, pH =0 VEN 


Problème 8.4 Orthogonalité et équation différentielle 


Chacune des quatre familles de polynômes définies dans le problème précédent est issue d’une 
équation différentielle du second ordre de la forme 


d(x)y" + q(x)y" + Any = 0 (8.2) 
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où & est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2, g est un polynôme de degré 1 et À, une suite 
numérique monotone sur N. De façon explicite : 


[mn | 9) a@) » 


Legendre 


Hermite 


Tchebychev 


Laguerre 


Nous allons établir que ces familles de polynômes jouissent d’un ensemble de propriétés com- 
munes qui résultent de la forme de l’équation différentielle. 


HD Déterminer, pour chaque famille { p,} les fonctions p et w telles que l’équation (8.2) puisse 
se mettre sous la forme (appelée forme de Sturm) 


d 
a POP) + AnW(X)Pa(x) = 0 (Eh) 


Vérifier dans chaque cas que : 


e la fonction p est continue et satisfait p(a) = p(b) = 0 où [a, b] est l’intervalle de définition de 
la famille considérée ; 


e la fonction w est définie continue sur [a, b] et strictement positive sur Ja, bl. 


b 
D Orthogonalité : En calculant | {Pn X (Em) — Pm X (En)} dx établir la relation d’orthogo- 


nalité 


b 
| W(X)Pa(x)Pn(x) = 0 sim£n 


ED Formule de Rodrigues : En dérivant k fois l’équation (8.2) pour k € [0, n] et en mettant sous 
forme de Sturm l’équation obtenue pour p® établir 
A, d' 
w(x) dx" 


Pn(x) = Lw(x)o”(x)] 


où À, est une constante caractéristique de la famille considérée. 
Relation de récurrence 
a) Etablir que 


n+1 


XP (x) = Ÿ axpi(x) 
k=0 
b) Montrer que «x = 0 pour k < n — I. 
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c) En déduire la relation de récurrence 


Pn+1(x) = (An + baX)Pn(x) + Cn Pn-1(x) 


où les coefficients a,, b, et c, se déduisent des @,.. 


D Les zéros de p, sont tous réels et dans Ja, b[ 
a) Montrer que p, (n > 0) change au moins une fois de signe dans Ja, b[. 


b) Supposons que p, change k fois de signe dans Ja, b[ (avec k < n) et désignons par 
X1,X2, ..Xg les positions de ces changements de signe (zéros de p,). On construit le poly- 
nôme OZ(x) = (x — x1)(x — x2)...(x — xy). De l’évaluation du produit scalaire (Qz, ph) 
comment déduire que nécessairement k — n ? 

Que conclure ? 


Problème 8.5 Application des polynômes de Tchebychev à 
l’optimisation de filtres fréquentiels 


Un filtre passe-bas idéal à un gain de G, pour r < y. (fréquence de coupure) et de 0 pour v > y... 
Le théorème de Paley-Wiener nous dit qu’un filtre idéal ne peut pas exister. Un filtre réel est 
donc une approximation de ce gabarit idéal (voir figure 8.1) pour lequel le gain est le plus proche 
possible de G, dans la bande passante, passe le plus rapidement possible de Go à O0 autour de la 
fréquence de coupure (bande de transition) et est le plus proche possible de zéro au-delà (bande 
atténuée). 


1G(v)| (dB) 


Filtre réel 


Bande passante Bande de Bande atténuée 
transition 


Figure 8.1 
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Il y a donc de multiples façons d’optimiser le filtre réel pour approcher le gabarit idéal. Le filtre 
de Tchebychev est celui qui, pour un ordre donné n, réalise la meilleure approximation du gabarit 
dans la bande passante (en un sens qui est précisé ci-dessous). Nous allons le montrer. 

Pour cela, nous définissons la fonction f par 


G2 
GO = —— 
| | 1+ Fil 
où 
Filtre idéal Filtre approché 
f@) = 0 pour |x|<1 f@) = 0 pour xl <1 
= oo pour |x|>1 > 1 pour |x|>1 


Pour un filtre d’ordre n la fonction f est un polynôme de degré n. Si on veut optimiser le filtre 
dans la bande passante il faut trouver dans l’ensemble P des polynômes de degré exactement égal 
à n celui qui approche le mieux zéro (au sens de la convergence uniforme) pour x € [—1,11], 
c’est-à-dire celui qui rend minimal la quantité 


MP) = max, |pQ) (8.3) 


On rappelle (voir problème 8.4) que les polynômes de Tchebychev forment une base orthogonale 


dans EL 1) avec w(x) — et qu’ils sont solution de l’équation différentielle 


V1 — x2 
ANT = AT NT, =: 0 


71,4) = 1 


il» On fait le changement de variable x — cos ÿ dans l’équation différentielle 
a) Établir que 
T, (cos 0) = cos(n6) (8.4) 
b) Retrouver l’expression des premiers polynômes. 
c) Quels sont les zéros et les extrema de 7,(x) ? 
d) Établir la relation de récurrence T1 + Ty = 2x7, et en déduire que pour n > 1 le 
coefficient directeur de T, est 2"—!. 
FD On note P l’ensemble des polynômes de degré exactement égal à n (n > 0) et de coefficient 


directeur égal à 1. On définit T, = ES On a donc 1. EP. 

a) Calculer M(T,) ou M est défini dans l’équation (8.3). 

b) Soit p € P, DA Le Supposons que M(p) < MT). On définit le polynôme g — pe D. 
i) Déterminer le degré de g. 
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ii) Déterminer le signe de g(cos 7) pour k =0àn. 
n 


iii) En déduire qu’il ne peut pas exister de polynôme p € P tel que M(p) < MT). 
Le filtre de Tchebychev est obtenu en prenant f — e7, où € est un paramètre ajustable. C’est donc 
le filtre d’ordre n qui s’écarte le moins possible du gabarit idéal sur l’intervalle [—1, 1] 


Problème 8.6 Base orthogonale et fonctions de Bessel 

La fonction JQ a une infinité de zéros réels positifs non dégénérés. On désigne par {zx} ,k — 1,2, 
cette suite. On construit une famille de fonctions {ux} ,k — 1,2, définies par uy(x) = Jo(zxx). 
D Écrire l’équation différentielle (E};) dont u4 est solution. 


EF En intégrant entre 0 et 1 la combinaison d’équation uy X (E) — u; X (E%) montrer que 


1 1 
| xug(x)u(x) dx = Ny ôu où Ny — | x lux dx 
0 0 


Cela établit que cette famille constitue une suite orthogonale sur (0,1) avec fonction de poids x. 


ED Nous allons déterminer la valeur de Ny = |lux ||”. 
Jo(&)J(B) — a Jo(B)J 
a) Montrer que | x [uxG)P dx = lim { lim État Re à : 
0 A — 24 B—a a — B 
b) À l’aide d’un développement pour B = «, établir que l’expression entre { }ci-dessus peut 


s’écrire > (J{(@))* — 3x Jo(a)Ji(a) — > Joe) (a). 


1 1 
c) En déduire que N4 — à (JG) =) (Ji GDY 


La famille de fonctions {u,} constitue une base orthogonale dans l’espace des fonctions réelles 
de carré sommable sur (0,1) avec fonction de poids w (x) = x. On aura donc pour une fonction de 
cet espace 


1 
UTP r/ xux(x) f(x)dx 
N, k Jo 


(ee) 
F=> CEUk OÙ Cy — 
k=1 


(voir problème de potentiel 9.9). Remarque : chaque fonction de Bessel J, permet d’engendrer 
une base orthogonale a) C6) = J, (zx) où les Lu, k = 1,2... est la suite des zéros de J,. Ces 


bases sont toutes indépendantes. 


Problème 8.7 Propriétés des polynômes de Legendre 


On rappelle que les polynômes de Legendre sont représentés par la formule de Rodrigues 
(— 1)" d" 
2n! dx" 


B,G)= [GA — x?)"] (8.5) 


En déduire : 
HD que les P, ont la parité (—1)"; 
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; ; 7 2n)! 
FD que le coefficient directeur de P, est donné par : «a, — TT : 
n 
n! 
ED que le terme constant est donné par 


! 
P,(0) = (—1)2 72 pour n pair 


2" (n/2)! 
— 0 pour ñn impair 
À 2 
ED que la norme des P, est donnée par : | Pn|| — : 
2n +1 


D que 


(2k)! 
DARK + D)! 


D que la relation de récurrence s’exprime par (2n + 1)xP, =nP,-;+(n+1)P;:1. 


1 
| BC) 
0 


DU MAL À DÉMARRER ? 


Problème 8.1 mn 
Le produit scalaire est défini par (d,, D») = | Pa(t)bn(t)dt. Ensuite se laisser guider par le 
formalisme rappelé en début de chapitre. 0 


Problème 8.2 
ED Utiliser l’orthogonalité : (ps, px) = 0 sik # n. 


b 
ED Calcul des normes ; on rappelle || p, |? = | w (x) p? (x) dx. 


Problème 8.3 

Un polynôme de base de degré n est une combinaison de monômes de puissance < n ; montrer 
qu’inversement un monôme est une combinaison finie de polynômes de base. On en déduit le 
résultat. 


Problème 8.4 
ED Identifier l’équation (Æ,) à l'équation standard multipliée par une fonction inconnue w. 
ED L'’équation pour p® sera évaluée de façon récurrente pour k décroissant de n — 1 à 1. 


ED Utiliser (xP, Q) = (P, x Q) et le résultat du problème 8.3. 
b 
ED Rappelons que si f continue, non identiquement nulle, est telle que | f(x)dx = 0 alors f 


change au moins une fois de signe dans Ja, b[. 


Problème 8.5 
ED (a) On montrera que sin(n@) n’est pas un polynôme en cos 6. 


P (b) Compter les changements de signe du polynôme g. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 8.6 
Pour ED utiliser le résultat de l'exercice 7.4. 


Pour (a) il faut utiliser la même méthode que pour D et 2) en remplaçant ug(x) = Jo(zxX) 
par ua(x) = Jo(ax). Pour 13) (b) on pose B = a+e et on fait un développement au 1°” ordre en €. 
Problème 8.7 

ED Utiliser la formule de Leibniz (voir chapitre 1). 

(—1)" d’ 


ED Dans l'intégrale qui définit || P, ||? remplacer P2 par P, x = 
2n! dx" 


[ = x?)"| et intégrer 
par parties. 


Corrigés des problèmes 


Problème 8.1 

On se place dans l’espace £?(0, T) correspondant à w(r) = 1 et [a,b] = [0,7]. On pose 
o =2m/T. 

ED Soit la famille de fonctions 


1 ; 
td — 647 nez 
(0) Pa(t) TT 


Etablissons que ces fonctions sont orthonormées : 


_ UE CT 1 L i(m—n)ot 

NEMeÂ0sOn) — | 7° 7° d=r | dt 
pur n nn — 0 puisque ©T = 27 
2 el ne À he 1 L 


= | 
BP La fonction f se décompose sur la base orthonormée {h,} 


FfELOT)= f = à ab 


nez 
Le 
An — (On, f) = | e "ol f(t)dt 


Les fonctions T —périodiques satisfaisant le critère de Dirichlet sont dans £?(0, T) ; les coef- 
ficients de Fourier de f sont reliés aux «, : 


1 A ms 71 1 
Cn = € = =; 
T Jo VT 
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ED Appliquons la relation de Parseval, équation 8.1 : 


T 
LP [OP dr = la = ENT af 


n n 


On retrouve bien la relation de Parseval des séries de Fourier (chapitre 1) 
2 f trofa- Sir 
T Jo L 
nez 
ED On considère la fonction f : 1 — f(1) = | sin(2rt)|. 
a) On vérifie que 


1 
| 
LP f Ibn@mnf dr = 3 < + j € O0 


b) Écrivons le développement de Fourier de f 


1 1/2 ho 
| e"271| sin(27t)|dt — À e "27 Sin(2rt)dt — | ei" Sin(2rt)dt 
0 0 


Cn — 
1/2 
1 1/2 1/2 
= — | et @-D2mt q . | et @rD2mt 75 
Di 0 0 
1 1 
. | et @-D2Tt qq; ". | ee @+D27t q 
1/2 1/2 
ou 1 1 l 1 ln 1 
= —— |— + —© — —— + = — ——— 1 
AT n—1l n+1 n—-1 n+l1 T n? —1 UE 
2 1 
CXKk — DT) 5 Coxx1 — 0 


On déduit de l’égalité de Parseval 


1 

1 

LE = [Inn ar = à 
0 


à 4 = 1 
Dole = 142) ———> 
nez ti (4k? — 1) 
L - 1 mr? … 
— = — += 
rs (4x2 : 1) 16 2 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Les séries de Fourier apparaissent comme des développements sur une base orthogonale. 
La convergence en moyenne quadratique de la série mise en avant dans l’étude des séries 
de Fourier est simplement la convergence en norme dans l’espace £?(0, T). 
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Problème 8.2 
On définit la suite des monômes :u,:x —u,(x)=x" neN. 
ED On se place dans l’espace L?(—1, 1). 

1 


a) On a ||u, ||? — 1 or < 00 — la suite {u,} est dans £?(—1, 1). 
= 


On +1 
b) La suite {u, } n’est pas orthogonale : 


Lo [1 —(—D"T"*] 3 0 si m + n est pair. 


1 
(Un, Um) = 'l — 
à 
2 Construction de la suite { P,} , où n est le degré du polynôme, avec P,(1) = 1 = Pix) = 1. 
a) Détermination du polynôme P,(x) = æ&;u;(x) + @&o Po. 
1 
(Po, P:) =) ( [l (æ,x + æ0) dx = 205 =0 ao — 0 
| 
Pi(1) = 1 _ ad =l 
b) Détermination des polynômes P; et P:. 
Commençons par P, (x) = au(x) + æ1 P,(x) + ao Po(x). 
1 


1 
2 
(Po, P2) = 0 az | dx + ao | dx = 0 se ten D 
= = 


+ Pi) = x 


3 1 
= P(x) = = _ 


1 1 
(Pi, Ps) = 0 a | c'dx+ai | x?dx =0 2a =0 2 
—1 —1 


P;(1) = 1 + a) + ap = 1 
Détermination du polynôme P:(x) = a3u3(x) + @2 P2(x) + à P1(x) + @o Po(x). 
(Po, P3)=0 —= ap =0 

2 2 
(P:, P3) = 0 + NS pe. . 
(P,P)=0 = a@=0 - 
P3(1) = 1 = a3+a =] 


ED On se place maintenant dans l’espace £? (a, b) ; on cherche p, de la forme 


n—] 


Pa (x) = Antn(x) + D ax pa(x) (8.6) 


k=0 


a) On a: 


(Psp) = 0 VET[0,n—1]= @ (us, pr) + & ||? = 0 


ne i=0 1. n=1 
I pr|] 


Œ — 
b) La fonction de poids w est paire et l’intervalle [a, b] est symétrique par rapport à 0 ; suppo- 
sons que p4 Soit de parité C1 pour k — 0, 1,...n — 1 montrons que p, est de parité (—1)". 


Le polynôme w, est de parité (—1)". Si k et n sont de parité différente, le produit scalaire 
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(Un, pr) est nul car c’est l’intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par 
rapport à l’origine. Ceci entraine que les coefficients «4 sont nuls pour les valeurs de k dont 
la parité est différente de celle de n ; p, (éq. 8.6) est donc une combinaison de polynômes 
qui sont tous de même parité (—1}". 


FD Nous allons construire les polynômes de Hermite, Tchebychev et Laguerre selon le processus 
de Gram-Schmidt. En appliquant le résultat de ED (b) on constate qu’à l'instar des polynômes 
de Legendre, les polynômes de Hermite et de Tchebychev sont de parité déterminée. 

Le calcul des différents produits scalaires intervenant dans l’évaluation des coefficients est faci1- 
lité si on évalue au préalable les intégrales : 


CO 1 ñn CO 
2 X 
1, Le du 5 = dx ; K, Xe “dx 
— 00 —1 V 1 — x? 0 


Remarquons que par symétrie /, et J, sont nulles pour n impair : L,41 = Jopu = 0. 


à ee) CO 1 
Lp = [l xPe + dx = 2 | xPe-* ax — | ue Mir (» + ;) 
_ 0 u=x? J0 2 


L #7 "AT | 1/2 1/2 
RE — — gd} — 2 —dx — u?— 1—u) /“du 
0 = feet gts E, fera 
1 
Bp+1/21/2= SET (p+3) 
D! 


OO 
K, = | ae “dx ="! 
0 


Le résultat pour les premiers polynômes est donné dans la table ci-dessous (les calculs sans 
difficulté ne sont pas détaillés) : dans les trois cas on a H6 = To = Lo = I. 


Legendre 


Hermite 


Tchebychev 


Laguerre —x+1 : (x? — 4x +2) (—x° + 9x7 — 18x +6) 


Il Il 1 
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Corrigés des problèmes 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Cette méthode d’orthogonalisation permet de construire les premiers polynômes à partir 
desquels la relation de récurrence obtenue dans le problème 8.4 question 4 permet d’en- 
gendrer toute la suite. 


Problème 8.3 
Soit Q (x) un polynôme quelconque de degré N, { p,} la base de polynômes orthogonaux dans 


LE (a; b) et {u,} la suite des monômes u,(x) = x"; on a p, — ÿ aux ; on peut écrire cette 


k=0 
identité sous forme matricielle. 
0 
Po ap 0 + O\ /w 
P1 a) Fra 0 u] 
Pn at af) _ at) Un 


La matrice & = {at} est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont non nuls 


puisqu'ils correspondent au coefficient directeur de chaque polynôme. Le déterminant de cette 
matrice est donc non nul et la matrice est inversible. La relation inverse montre que u, est une 
combinaison de p4 pour k = 0 à n, uniquement. Un polynôme quelconque Q (x) de degré N est 
une combinaison de u, pour ñn = 0, 1...N et donc de p, pour n = 0, 1...N. 


N 
On) = Ÿ &pa(x) 


k=0 


Le polynôme Q y n’a donc pas de composante sur les { p, } au-delà de n — N ce qui implique que 
(ON, Pr) =0sin > N. 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Ce théorème est utilisé fréquemment dans les démonstrations reposant sur l’orthogonalité. 


Problème 8.4 


HD On identifie la forme standard de l’équation différentielle à la forme de Sturm après multipli- 
cation par une fonction inconnue w 


standard X w : w(x) [o(x)y" + gq(x)y" +7] = 0 
Sturm développée : p(x)y" + p'(x)y! + A,w(x)y = 0 
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On en déduit 


w(x)o(x) = p(x) et w(x)g(x) = p'(x) 
pl) _ gx) 
p(x) (x) 


=. p=ep| ] Lax et w= À 


L’équation étant homogène p et w sont définis à une même constante arbitraire près que nous 
prendrons égale à un. 
On obtient pour les différentes familles : 


CS ET 


Legendre P, 


Hermite H, 


Tchebychev T, 


Laguerre Es 


Dans la dernière colonne du tableau ci-dessus apparaissent les deux valeurs qui annulent p(x) 
et qui définissent l’intervalle (a, b). On vérifie que la fonction w est bien définie positive dans 


l'intervalle ouvert ]a, bl. 
b 


P Orthogonalité : En calculant {Pn X (Em) — Pm * (En)} dx où (E,) est le membre de 


gauche de l’équation différentielle sous la forme de Sturm on obtient 


] 
© 


[ {p, X (ph) + Am) pn | — Pm X (op!) = Ant) pa | } dx 


b b 
| | Pn (ph) — Pm (pr) dx + (An — a W(X)PmPndx = 0 


Dans la première intégrale on intègre par parties 
b 
| | Pn (oph) — Pm (pr) dX = Pa (pp) l — Pm (op,)|, 


—- [ LP, (pp) — ps (pp,)] dx 
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car p(a) = p(b) = 0. On en déduit 
b 
(An on 1 W(X) Pr PndX = 0 


b 
+ FL W(x)Pa(x)Pn(x) = 0 sim£n 


car pour m £ n on a forcément À, £ À, (suite monotone). 


ED Formule de Rodrigues. On dérive k fois l'équation standard 
d* 
[12 ! 
ae Lo COPY + gp, + Apr] = 0 


en remarquant que a est de degré au plus deux, et g de degré un, on a, grâce à la formule de 
Leibniz (voir chapitre 1) 
(op!)° ._ op? " ko! pA+) nr. KE _ Lo” p® 


1e 1) 


(ap) = ap" +kq'n 


On obtient une équation d’ordre 2 pour po | 
Il 
opt? + (ko’+q) pEt + ET — Lo” +kq' + ») p® =0 


qu’on peut mettre sous forme de Sturm 


/ 
(pe) + wep = 0 
avec 
1 
dx. — US — 1)" +kq' +» 
! k ! + 
RER URS + pe = o'exp | [ Tax et wx = PE 
Pk Œ Œ Œ 


Or on a (voir ci-dessus) 


On en déduit 


px = o**! Wy = °W 
L’équation devient donc 
/ 
le w pet) + wow po = kE[0,n—-1] 
k+1 (k+1)\/ 
sn, LU (oo w pit) 
Pa k 
rx OT W 
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Faisons k — n — 1 dans cette identité : p{” est une constante et sort de la dérivée du membre 
de droite. ; 

1) _ _ jm (0 w) 

n n Mn—1 g"— 1 w 


En descendant les valeurs de k jusqu’à 0 on obtient 


_ _n\/ 
MD (o” 1 wp" D} : pt) (o" w)' 
“7 Un_20"—2w Mn—1Un—2 "mes T7 
m5 2 M (ru) 
À Un—1Un-2Un-3 O"SW 
OT 
(0) _ n n 
— X) — W(X)O (X 
Ph Pn(X) DO el (x)o” (x)] 
avec pu) 
A =(-1)" À 


BP Uk 


Pour chaque famille de polynômes cette formule s’exprime par 


(—1}) d" | 2 i 
Legendre P, (1 — x°) 


. à 4” 2 
Hermite H, | (-ly'e' — Ca ) 
dx" 


1) "nl d = 
Tchebychev _ T, y (1-2) 7 


e* d" 


Laguerre L; re (x'e7*) 


FD Relation de récurrence 
a) Le polynôme xp,(x) est de degré n+1 ; compte tenu du résultat du problème 8.3 on en déduit 


n+1 


XPn(x) = Ÿ axpa(x) 
k=0 
b) Les coefficients a; s’expriment par 


b 
dx = (Pr; XPn) = / w(x)pr(x)xpa(x)dx = (XP, Pn) 
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Toujours d’après le résultat du problème 8.3 ce dernier produit scalaire est nul si 
n > d°(xpy) = k+1, c’est-à-dire si k < n — 1. Donc 


n+1 


XPn(X) nr ÿ ax pr(x) — Dr 4100) + An Pn(X) T An+1 Pn+1(X) 
k=—=n—1 


c) La relation établie à la question précédente se met sous la forme d’un relation de récurrence 


Pn+1(X) = (an + XD») Pr(x) + Cr Pn_1(x) 


: | a 1 An-1 . 2 
où les coefficients a, = ——",b, = —— etc, = ——"— ; si les polynômes sont de parité 


TR . Œn+1 es :  An+] | | 
définie, le coefficient a, est nul. Le coefficient b, s obtient en identifiant les coefficients 
directeurs de part et d’autre du signe égal. 


Polynôme Récurrence 


Legendre (an +1) Pyn = Cn+1)xP, —-nP;_: 


Hermite Hyu = 2xH, —-2nH,-; 
Tchebychev Li = 2x7, = T, 


Laguerre (n+1)L,y = —-xL,+(Qn+1)L, —-nL,_; 


D Les zéros de p, sont tous réels et dans Ja, b[ 


a) p, (n > 0) change au moins une fois de signe dans Ja, b[. En effet 


b 
En tee | ne 


puisque p, est constant. La fonction w est positive ; donc pour que l’intégrale s’annule, p, 
doit changer de signe au moins une fois dans Ja, bf. 

b) Supposons que p, change k fois de signe dans Ja, b[ (avec k < n) et désignons par 
X1,X2,...xXx les positions de ces changements de signe (zéros de p,). Le polynôme 
Ox(x) = (x — x1)(x — x2)...(x — xr) est de degré k. On peut donc écrire (voir problème 8.3) 

k<n—= (Ok; Pn) 0 


b 
| TO. 


0 


Mais les polynômes Q, et p, ont les mêmes changements de signe ; leur produit est donc 
de signe constant dans Ja, b[. L'intégrale ne peut donc pas s’annuler. La contradiction n’est 
levée que si k = n car à ce moment là le produit scalaire (Qz, p,) n’est pas forcément nul. 
Cela entraine que p, a au moins n zéros réels dans Ja, b[. Mais comme p, est de degré n il a 
au plus n zéros réels. On en déduit que p, a tous ses zéros réels et dans Ja, bf. 
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Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Ce problème permet d’obtenir les principales propriétés des familles de polynômes ortho- 
gonaux et présente les techniques standard, basées sur l’orthogonalité, utilisées dans les 
problèmes mettant en jeu ces polynômes. 


Problème 8.5 


Une façon d’optimiser la bande passante d’un filtre d’ordre n est de rechercher dans l’ensemble P 
des polynômes de degré exactement égal à n celui qui approche le mieux zéro pour x € [—1,11], 
c’est-à-dire celui qui rend minimal la quantité 


Mp)= max |p@) 


On rappelle (voir problème 8.4) que les polynômes de Tchebychev sont solution de l’équation 
différentielle 


A—x2)T" = xT'+nT, = 0 
avec 7,(1) —= Î 


HD On fait le changement de variable x — cos @ dans l’équation différentielle 


T,(x = cos 0) = T, (6) 


T' = TT, (x) = —T, (0) — = ———T/(8 
Le dx œ d0 ( 2e sin 0 (8) 
d d 1 — d0 1 — cos Ô — 
T' = T'(x)= — | —-—T'(9)| — — T'(0) — T'(0 
n PL A ET: | sn8 7" ) de ao 0 y a 
ll = 0 = 1 — | 
si 6 | 10) — 0) — cos 0 ro) + n°7,(0) = 0 
sin” 0 sin 6 sin 0 


= T"(0)+n°2T, (6) = 0 


a) On en déduit que : 
T,(0) = À, cos(n) + B, sin(n6) 


Pour obtenir 7,(cos 4) il faut exprimer T,, (6) sous la forme d’un polynôme en cos 0. Com- 
mençons par montrer que la fonction sin(n0) n’est pas un polynôme en cos 8 : 


1 , 1 
sin(n0) — … CET PE [(cos 8 + i sin 8)" — (cos 4 — i sin 6)"| 
i 


1 n 
= >; SC (cos 0)" * [(G sin 9) — (—i sin 6)°] 
é k=0 
[G sin) —(—isin0Ÿ] = 0 sik—2 
= Di(—1) sin 6 = 2i(—1) sin@(1— cos 6) sik—21+1 
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Corrigés des problèmes 


Donc sin(n0) = sin 0x polynôme en cos ÿ V1 — x2x polynôme en x. 
COS U—X 
On doit donc avoir B, = 0 = T,(cos 4) = À, cos(nÔ) ; par ailleurs 


T,() = 1= A4, = 1 = T,(cos 0) = cos(nô) 
b) On retrouve bien : 70 = 1 et 


T,(cos 0) = cos 0 + 11 )=x% 
T(cos 4) = cos 20 —=2cos 0 — 1 = D(x) = 2x? - 1 
T;(cos 0) = cos 30 … = 4cos° 0 — 3cos0 — Ta(x) = 4x° — 3x 


c) On en déduit aisément les zéros et les extrema de 7, (x) : 


Zéros : T(x) =0 & cos(n0) = 0 
D QE + D | 
2 2n 
extrema LE) = +1 $ Cos(n0) = El 


+ HAÔ=ET = À = 608 LA 


d) On établit la relation de récurrence : 


cos(n+1)9 — cosn0 cos 0 — sinnô sin 0 
cos(n — 1)0 — cosnô cos 0 +sinn0 sin 0 
cos(n — 1)0+cos(n+1)0 — 2cosnô cos 0 
Tnm1+ Tu = 2x7, 


Soit g, le coefficient directeur de 7,. En identifiant le coefficient du terme de plus haut degré 
(en x"*!) dans cette relation de récurrence il vient : 


Qn+1 — 2Qn 


Comme T\1(x) = x = q1 = 1 ; on déduit de ces deux équations g, = 2"! pour n > 1. 


FD On note P l’ensemble des polynômes de degré exactement égal à n (n > 0) et de coefficient 


directeur égal à 1. On définit T, — ai On a donc Fa e P. 


a) On calcule M(T,) 1 


Dn—1 


M(T)= max [7] = 
xE[-1,1] 


l 13 = 1; 
puisque max, IT; | 
b) Soit p € P, p Æ T,. Supposons que M(p) < M(T,). On définit le polynôme q = 7, — p. 


il) Puisque T, et p ont même coefficient directeur, dans la différence le terme en x" disparaît. 
On a donc degré de q < n. 
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li) En x; = cos x? — T est tour à tour maximum et minimum ; comme M(p) < M(T,) 
n 
on a g(xo = 1) > 0, g(x1) < 0, g(x2) > 0...q(xn = —1) = sign(—-1)". 
li) De la question précédente on conclut que le polynôme qg change n fois de signe dans 
[— 1,1]. Or il est de degré < n ce qui est contradictoire car le nombre de changements 
de signes est inférieur ou égal au nombre de zéros réels ; il ne peut donc pas exister de 
polynôme p € P tel que M(p) < M(T,;). 
Le polynôme T, est bien celui qui, parmi les polynômes de degré n, réalise la meilleure approxi- 
mation de zéro dans l’intervalle [—1, 1] au sens de l’écart défini ci-dessus. 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Cette application des polynômes de Techebychev n’exploite pas leur propriété d’orthogo- 
nalité mais leur particularité de constituer la meilleure approximation polynomiale de zéro 
sur un intervalle. Cette propriété est aussi utilisée en analyse numérique dans la méthode 
d’économisation de Tchebychev. 


Problème 8.6 

On désigne par {zx} ,k — 1,2, la suite des zéros de Jo et par {uy} ,k — 1,2, la famille de 
fonctions définies par ux(x) = Jo(zxx). 

HD En utilisant le résultat de l’exercice 7.4 on a 


0 
0 (Ex) 


zu} (x) + u, (x) + xz£us(x) 


(ul Go) + xzêux(x) 


0) On intègre entre 0 et 1 la combinaison d’équation uy X (Eÿy) — uy X (Ex) 
1 : ; 1 
| ue) (xu,(x)) — u(x) (xux (x) | dx + (2? — 2 | xu(x)us(x)dx = 0 
0 0 
1 
1 
[ux(x) (xu/(x)) — uy(x) (ui @))]|, _ ï Luz, (x) (xu,(x)) — uj(x) (xu,(x)) | dx+ 
0 
1 
Gb | amd = 0 
0 
1 
— | xu(x)ux(x)dx = 0 sik £1 
0 
puisque ug(1) = u;(1) = 0 et que d'autre part les zéros étant tous distincts, k £ l = z; £ zx 


1 1 
& | xug(x)u](x) dx = Ny ôu où Ny — | x lux) dx 
0 0 


Cela établit que cette famille constitue une suite orthogonale sur (0,1) avec fonction de poids x 
et N4 = ||ux|f° est le carré de la norme. 
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ED Nous allons déterminer N4. 


Corrigés des problèmes 


a) Si dans la question 1 on définit u,(x) = Jo(ax) où a est un réel quelconque (a priori Æ zx) 


on obtient l’équivalent de l’équation (E}) 


(xu!,@))' + x ua(x) = 0 (Es) 


Si on combine ug X (Ex) — ua X (Eg) on obtient 


1 
TOO) TOI TO) CET | xup(X)ua(x)dx = 0 
0 


En remarquant que ug(1) — J0(B) et que u’,(1) = æJi(a) on obtient 


1 
E= a) | xupQ)ua(X)dx = &Jo(B)J(a) — BJo(a)J5(B) 


Prenons maintenant la limite B — a : 


1 
| X [ua GT dx = lim 
0 B—a 


B? = @ 


La dernière étape consiste à prendre la limite & — 24 : 


1 1 
| x [ux@x)P dx = lim { | sua) 
0 Si. 0 


b) On pose B = a + e et on fait un développement au premier ordre en € : 


Jo(a + €) — 

J(@+€) — 
im BP (GDI(E) — a(B)I(@) 
B—a a — BB? 


Jo(@) + eJi(a) + o(€) 
Ji(@) + eJQ (æ) + o(e) 
. (a + €) Jo(æ)J(a + €) — a Ji(a + E)Ji(X) 


—2a@e 
Jo(a)J{(@) + «Jo(a) (a) — a (J{(a))” 
—2a 


c) Si maintenant on fait tendre & — 74 (on rappelle J6(z4) = 0) on obtient 


1 
Ne | x [u QI dx = 
0 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


1 
(HG) = > iGDY 


NI 


Les fonctions de Bessel permettent d’engendrer des bases orthogonales. Cette propriété 
est exploitée dans la résolution de problèmes aux limites à symétrie cylindrique (problème 


9.9). 
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Problème 8.7 
On rappelle que les polynômes de Legendre sont représentés par la formule de Rodrigues 


(— 1° d' 
2nn! dx" 


BG) [GA — x?)"] 


On en déduit : 


HD P,(—x) = (—1)" P,(x) ; en effet (1— x?" est un polynôme pair ; donc ses dérivées successives 
sont tour à tour paires ou impaires. 


FD Le coefficient directeur de P, vient à travers l’expression ci-dessus de la dérivée n°”"* du 
terme de plus haut degré dans (1 — x?}" soit (—1)" x?" 


An = 7 [(C—-1)" 2n(2n — 1)...(Qn —n+1)] = 


(2n)! 
27 (n!ÿ 


ED Le terme constant vient à travers l’expression ci-dessus de la dérivée °°” du terme de degré 
n dans (1 — x°}!; ce terme n’existe que si n est pair ; en appliquant la formule du binôme à 
(1 — x°)" le terme en x" est : CC 1)//2x7, La dérivée n°"° va engendrer un n!; le coefficient 
constant dans P, est donc 


__ 


P,(0) = no 1)"/2n! = (—1)? 


GT 


FD La norme des P, est donnée par 


1 1 
PF =) 2 = P, 
Re f Pod | RO 


On intègre par parties 


_1y 1 
IP = D { P,GNQ — x 100] — | P,GI( — sors | 
j —1 


Evaluons le terme intégré 


n—1 


[ci =) n _ [GA — x)" (1 + x)"] @—1) = 2, Gr _ xÿ]" [Gi ic y' ds 


> CE LC—-1)nn — 1)... (n — k+ 1) — x} 
0 — 1)... +2) + x) 
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Corrigés des problèmes 


Pour0O £<k <n—lona à la fois k+1 > O0 et n —k > 0; donc l’expression ci-dessus s’annule 
UN) Per | On a donc 


> : (— (à 


Ph 
IP = 


1 
[ri - rie dax 
— 1 


En itérant le processus n fois on obtient 


: (= 1)" 
_ 2nn! 


1 
PAR [l PO(x)A — x?)"dx 
—1 


Mais Pa — nl, où «, est le coefficient directeur de P,. Par ailleurs 


1 1 m/2 
[l —x?}'dx = 2 | US 2 | (cos 0)”"*! d0 
—] 0 # 0 


—=Sin 


1 Tin +1)7 (È ! 
_ D UN 
2 r (n LA 5) (n + 3) Dan 7 
_ 1 22 (n!Ÿ 
n + : (2n)! 
En mettant tout ensemble 
Qn)! 
A EC D D D 
. 2'n! n+} (2n)! n+i 
2 
AE 
IP 2n +1 
ED On a 
1 
: __ . 2\2n+11(2n+1) 


… l 2\2n+1(2n) 
more *) 1] Ê 


En x = 1 le terme entre [ ] est nul (voir D). En x = 0 il reste le terme constant de cette 


expression, c’est-à-dire la dérivée (2n)°”"* du terme en x?" dans (1 — x?)?"*! 
1 1 
| Pon1(x)dx  — Zi Qn + D) Con D 
: (2n)! 
= (—-1) 


22Hyl(n + 1)! 
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D D'après le résultat du problème 8.4 ( ED), la relation de récurrence s’écrit (en tenant compte 
du fait que P, est de parité définie) 


x P,(x) = An Pn+1(x) + Bb, Pr-10) 
En identifiant les termes de plus haut degré de part et d’autre on a 


(2n)! (Qn +2)! n+1 


= An ————— x > ln = —— 
22 (n!ÿ 2241 ((n + 1)!) 2n +1 


Par ailleurs 


, = CP Put) | (PnxPnnr) | PT (Pmx Pr) 

ep Rp 2 Np WC Hp 
| Pa1 | I Pa 1 | Pal [Pal] 
PAR n—1 n n 


——_— nl = = 
LP, _11l 2n+12n—-1 2n+1 


On en déduit 
Qn+1)xP, =nP,_;+(n+1l)P,: 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
Toutes ces propriétés seront exploitées dans le problème 9.8. 
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
ET ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES 


RAPPELS DE COURS 


9.1 LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


e Méthode générale 
La forme générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre n est : 


ao(x)y + ax)" +2 a, (x)y = FX) 


où y est la fonction inconnue ; les fonctions {a, } sont les coefficients de l’équation et la fonction 
f le second membre. 

Dans chaque intervalle où tous les coefficients {az(x)} sont définis continus, la solution géné- 
rale d’une telle équation s’obtient en ajoutant à une solution particulière de l’équation complète 
la solution générale de l’équation sans second membre ; elle-même résultant d’une combinaison 
linéaire arbitraire des n solutions indépendantes de l’équation sans second membre. 


On sait résoudre de façon générale les cas suivants : 


« Équations du premier ordre 
ao(x)y" + ai(x)y = f(x) 


ai(x 
1(X) as 
| | ao(x) 
est une solution de l’équation sans second membre, & une constante arbitraire et y,(x) une 
solution particulière de l’équation complète, qui peut s’obtenir par variation de la constante : 
X ! 

4 

160 a 

| ao(x”)y1(x") 
- Equation du second ordre à coefficients constants 


la solution générale est de la forme : y(x) = æy1(x) + yo(x) où y1(x) = exp | — | 


Jo(x) = y1(x) 


ao} +4" +a2y = f(x) 


L’équation sans second membre se résout en posant y(x) = e”* où r € R ou C est déterminé par 
identification. La solution particulière de l’équation complète s’obtient par identification selon 
la forme du second membre ou par la méthode de variation de la constante. 


Chapitre 9 + Équations différentielles et équations aux dérivées partielles 


Nous allons étudier plus longuement le cas des équations du second ordre sans second membre 
et à coefficients non constants que nous écrivons sous forme normalisée (après division par le 
coefficient ap(x) de y”) : 

"+ px) y" +q(x)y = 0 (9.1) 
On peut caractériser l’équation par ses points singuliers. 


e On dit que x, est un point ordinaire de l’équation si p(x) et g(x) sont définies continues au 
voisinage de xo. 
e On dit que x, est un point singulier régulier de l’équation si x n’est pas un point ordinaire mais 
Si (X — x) p(x) et (x — x0) q(x) sont définies continues au voisinage de xo. 
Pour l’équation de Bessel 
1 v? 
J'+=y += )y=0 
x À 


le point x, = 0 est un point singulier régulier. 


À défaut de méthode générale pour résoudre ce type d’équation, on peut utiliser l’une des 
approches suivantes. 
°e Transformations intégrales (Fourier, Laplace) 


S1 l’équation peut être mise sous la forme 

a (x) "+ b(x) y'+ c(x) y = 0 
où les fonctions a,b,c sont des polynômes de degré au plus égal à un, alors la transformée 
de l’équation est une équation différentielle d’ordre au plus égal à 1, en vertu de la propriété 


FAO =. /(v) (ou équivalent pour la transformée de Laplace). Elle peut donc être 


résolue. En revanche rien ne garantit qu’on puisse en prendre la transformée inverse, en particu- 
lier si aucune de deux solutions de l’équation de départ n’admet de transformée de Fourier (de 
Laplace) la méthode échouera à ce niveau. Si elle réussit on obtient une, voire deux, solutions 
particulières. 


°e Méthode de Frobénius (recherche de solutions sous la forme de séries) 


Le théorème de Fuchs établit que si x, est un point ordinaire ou un point singulier régulier de 
l’équation différentielle (9.1) 1l existe au moins une solution de la forme 


VO) = ax)" ; 40 


n—=0 


où À € N pour un point ordinaire et plus généralement à C (ou R ou Z) pour un point singulier 
régulier. À est appelé exposant indiciel. Les coefficients a, et l’exposant indiciel À sont déterminés 
par identification. Ce dernier apparaît comme la solution d’une équation quadratique, l’équation 
indicielle. Dans le cas où les deux solutions de cette équation sont réelles, c’est la plus grande des 
deux qui engendrera la solution de l’équation différentielle prévue par le théorème de Fuchs. 
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9.2. Équations aux dérivées partielles 


e Méthode de variation de la constante 


De façon générale, si une solution particulière y, est connue on peut trouver une autre solu- 
tion indépendante y, par la méthode de variation de la constante, c’est-à-dire en cherchant 
y2(x) = z(x)y1(x). En remplaçant dans l’équation on obtient pour z 


yiz" +2 (235 + pi) = 0 


qui est une équation du premier ordre en z’ dont la solution formelle est 


= | MOpo 
y1 (x) 


e Problèmes aux limites 


L'évolution d’un système physique est modélisée mathématiquement par une équation différen- 
elle qui a le plus souvent un second membre (force extérieure, tension d’excitation...) et dont la 
solution doit satisfaire une ou plusieurs conditions (conditions aux limites, conditions initiales). 

Les méthodes ci-dessus permettent d'accéder à une ou plusieurs solutions particulières de 
l’équation sans second membre. Selon la forme des conditions aux limites et selon les proprié- 
tés des solutions on peut obtenir une solution particulière de l’équation complète à l’aide de la 
transformation de Laplace, de la transformation de Fourier, de la méthode des fonctions de Green 
(problème 9.5). 


9,2 ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Nous nous cantonnerons à l’étude de quelques équations usuelles de la physique. 


Soit # : R° R — C,(x,y,z,1t) — W(x,y,z,t). On note À l'opérateur Laplacien : 
_. . Py op 
L T 9y dr? 

Équation de Laplace Aÿ = 0 

; Ô 

Équation de la chaleur _. — a Ayÿ 

a 1 dy 

Équation d’ondes Aÿ — 297 — 

2 . Oÿ ci 

Équation de Schrüdinger 5h — = ——Aÿ + V(r)ÿ 
Ot 2m 
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L'opérateur Laplacien, omniprésent dans ces équations s’exprime dans d’autres systèmes de 


coordonnées (en utilisant la notation O, pour ET : 
u 


2 1 Il 
— coordonnées sphériques  #{r, 6, @) — As = O7 + =, + = [dy + cot Op] + rs 0e 
r r r° sin 


l 1 
— coordonnées cylindriques #(p, @,z) — Aÿ = dv + —0,ÿ + — dy + dy 
p p 


Selon le type d’équation et le type de conditions aux limites on peut établir l’existence et l’uni- 
cité de la solution. Pour trouver la (ou les) solution(s) on peut de nouveau avoir recours à la trans- 
formation de Laplace ou à la transformation de Fourier. On utilise aussi le plus souvent la méthode 
de séparation des variables qui consite à chercher des solutions élémentaires sous forme facto- 
risée Y(x, y,z) = X(x)Y(y)Z(z). L’équation aux dérivées partielles se factorise alors en autant 
d'équations différentielles que de variables, en introduisant des constantes arbitraires appelées 
constantes de séparation. Du fait de la linéarité de ces équations, on obtient une solution générale 
en superposant les solutions élémentaires. 


ÉNONCÉS DES PROBLÈMES 


Problème 9.1 Équation différentielle et séries de Fourier 
Soit f un signal 27-périodique défini pour { €] — x, 7{ par f(t) = t. Un oscillateur amorti est 
excité à partir de l’instant f — 0 par le signal f. L’équation de l’oscillateur est 


>” +2y"+2y = f(Du(E) 


avec les conditions initiales y(0) = y’(0) = 0. 
HD Trouver une solution particulière de l’équation (pour + > 0) sous la forme d’une série de 
Fourier ; cette solution satisfait-elle les conditions initiales ? 


D Trouver la solution générale de l’équation puis la solution particulière qui satisfait aux condi- 
tions initiales. 


OO 


(—1)" 1 T _ n2 # 
On donne : w1 — == (1 } et Ne 
n donne : u1 = D 7x Are > ET 


Problème 9.2 Seconde solution de l’équation de Bessel 


Soit l’équation de Bessel d’indice 0 : 
I! I ! 
y +—y +y=0 
X 
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Énoncés des problèmes 


tt) 2k 

La fonction de Bessel Ji(x) = ÿ = _ () est la solution régulière. Chercher l’autre solution 
k=0 "*° 

sous la forme 


y2(x) = Jo(x) In x + ÿ agx* 
k=0 
Comparer le résultat à la fonction de Neumann 


2 ÿ 
No(x) = — [Inx — In2 + y] Jo(x) + — F- ” 
7 T 
où y est la constante d’Euler. 


Problème 9.3 Équation de Legendre 
L’équation de Legendre est définie pour & € R par 
(A — x2)y" — 2xy' + ay = 0 


HD Quels sont les points singuliers de cette équation ? 


où On cherche des solutions sous la forme y(x) = ÿ ax". 


k=0 
a) Quel est a priori le rayon de convergence de cette série ? 
b) Établir la relation de récurrence entre les coefficients az. 


c) Les solutions obtenues sont-elles définies pour x = 1 ? 
On rappelle le critère de convergence de Gauss : pour une série numérique de terme général 
q , B(n) 
n 
1. 


Un 


Un, Si = 1 + 


où B(n) est bornée quand ñn — © alors la série converge si 
Un+1 | 
qg > 1, elle diverge sig < 


ED Comment choisir & pour que l’équation ait une solution définie Vx € [—1, 1] ? Quelle est la 
nature de cette solution ? 


Problème 9.4 Méthode de Frobenius 
1 
Trouver selon les valeurs du paramètre réel « 2 5 les solutions de l’équation 


x2(x + 1)y” +2x2y" — a(a — 1)(x+1)y = 0 


sous forme de développements en puissances de x. 


Indication : dans le cas æ — 5 on cherchera la deuxième solution sous la forme : y2(x) = y,(x) In x+z(x). 


Problème 9.5 Fonction de Green et réponse impulsionnelle 


La réponse y d’un système physique à une excitation x est souvent donnée par une équation 
différentielle avec second membre 
D.y(t) = x(t) (9.2) 
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où D est un opérateur différentiel linéaire. On appelle fonction de Green g(t) la solution de l’équa- 
tion quand x est remplacé par la distribution de Dirac 


D.g() = 6) 
HD Montrer que la solution y de l’équation 9.2 est donnée par y = g * x. 


FD Considérons un système physique dont l’équation de réponse est 


PE) +270) + 57) = x(6) (9.3) 


a) Déterminer la transformée de Fourier G() de la fonction de Green g(f). 
b) En déduire l’expression de g(f). 


c) En utilisant la dérivation au sens des distributions, vérifier que g(f) est bien solution de 
l’équation (9.3) avec second membre ô(f). 


ED On entre dans le système le signal x(f) — e7l'|, Calculer le signal de sortie y(f). 


—bt 


m5 [a cos(at) + b sin(at)]. 


On donne J sinane Var ee — 
a2 + 


Problème 9.6 Équation différentielle et transformation de Fourier 
Soit l’équation différentielle 
1 / _ 546272 
y +ty +3y=e 
A l’aide de la transformation de Fourier, trouver une solution particulière de cette équation. 
Problème 9.7 Équation différentielle et transformation de Laplace 


Résoudre l’équation différentielle 
Œ—1)y"+1y +y=0 y(0)=1; y (0) = —1 
en utilisant la transformation de Laplace. 


Problème 9.8 Équation de Laplace en coordonnées sphériques 


Nous allons résoudre l’équation de Laplace en coordonnées sphériques par séparation des 
variables. On cherche des solutions indépendantes de @ (symétrie azimutale) et factorisées sous 
la forme 

V(r,0)= Vi(r)V2(6) 


ED Établir que les fonctions V. et VA satisfont 


ŒVY 1 (Ginovs 


Ty sing VW 


où À est une constante arbitraire. 
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Énoncés des problèmes 


FD Montrer que l'équation angulaire se réécrit après changement de variable x — cos 4 
(490 = 2V 41m =0 
où V2(x = cos 8) — V2(8). 
D La fonction V:(4) doit être bornée VO € [0, 7]. En déduire que À = nin+1l)oùn € N. 
ED Résoudre dans ce cas l’équation pour V(r). 


ED En déduire que la solution générale est de la forme : 


_ 1P, (cos 6) (0.4) 


O0 
V(r,0)= IA, r"+ 
n—=0 
où À, et B, sont des constantes arbitraires. 


TD On va maintenant étudier un problème spécifique en précisant des conditions aux limites. Il 
s’agit de déterminer quel est le potentiel à l’intérieur d’une sphère de rayon R sachant que sur 
l’hémisphère nord le potentiel est constant et vaut V, et que sur l’hémisphère sud 1l est nul : 


V(R,0) = V bel, SI 
— 0 pets rl 


Déterminer les constantes À, et B, (équation 9.4) pour ce problème. On pourra utiliser les 
résultats du problème 8.7. 


Problème 9.9 Équation de Laplace en coordonnées cylindriques 


Il s’agit de trouver la fonction V : R° — R solu- 
tion de l’équation de Laplace : AV — 0 où la fonc- A 
tion V est connue sur la surface d’un cylindre de hau- 
teur L, et de rayon a (voir figure 9.1). Compte tenu 
de la géométrie du problème on utilise les coordonnées 
cylindriques : V(p, @, z). Les conditions aux limites sont 
explicitement V — 0 sur les parois et sur le fond du 
cylindre, V = Vo(p, @) sur le couvercle. 

Nous allons chercher des solutions du problème intérieur 
par séparation des variables : 


VG,@,2) = Vi(p)Vi(e)V3(z) 
ED Montrer que 


VA = 0 
V;' + uV = 0 


1 
Vs T0 
p p 


Figure 9.1 


| 
© 


où À et y sont les constantes de séparation. 
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FD Montrer que la condition V:(@ + 27) = V:(@) implique u = n° où n € N. En déduire que VW 
est de la forme 


Vi(g) = A2 cos(nçg) + B> sin(nœ) 


ED On étudie maintenant l'équation en V1. Montrer que pour avoir une solution bornée à l’inté- 
rieur du cylindre et qui s’annule sur la paroi il faut À > 0 (on posera À — k?). En déduire la 
forme de la fonction V.(p). 


ED Dans la suite on supposera que le problème a une symétrie azimutale, c’est-à-dire que 
V(p, @, 2) ne dépend pas de . C’est le cas si le potentiel sur le couvercle de la boîte est lui 
même indépendant de & : Vo(p, @) = Vo(p). Dans ce cas V:(@) = c° & n = 0. 

En imposant les conditions sur le fond de la boîte (z — 0) et sur la paroi (p = a) montrer que 
pour chaque entier positif p 1l existe une solution de la forme 


. Z g 
V,(p,2) = À, 10) sinh(cp=) PEN 


où À, est une constante arbitraire et {z, } désigne la suite des zéros de la fonction de Bessel Jo. 


ED De par la linéarité de l’équation la solution générale est une superposition de ces solutions 
élémentaires. . : 
V(,2)= D An dope) sinh(zp=) 
pEN* 


a) En imposant la dernière condition aux limites, sur le couvercle, V(p,z = L) = Vo(p)eten 


utilisant l’orthogonalité décrite dans le problème 8.6, montrer que les constantes arbitraires 
A, peuvent s’écrire 


2 (4) 
Ap = —— | pVotp)o(zrEdp 
sinh(zp=) [a Ji (zp)] À 


b) Déterminer A, dans le cas où V5(p) = Vo constant. 


Problème 9.10 Équation de la chaleur 


D Calculer la transformée de Laplace de la fonction Erfc D) 


VE 


2 OO 
On rappelle Erfc (x) — N [l e” "dt. Indication : on calculera la transformée de Laplace de 


d a 
—Erfc (— 
dt VT 
P Une tige conductrice semi-infinie est initialement à la température To. À l'instant ‘ — 0 on 
met son extrémité (qu’on prendra comme origine des abscisses) en contact avec un thermostat à 


la température T Æ To. On veut étudier l’évolution de la température le long de la tige au cours 
du temps. 


) et on utilisera le résultat de l’exercice 3.1(10). 
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Du mal à démarrer ? 


La température u(x,t) en un point d’abscisse x de la tige à l’instant f est solution de l’équation 
de la chaleur : p 
D pe a >0,x 20,120 
avec les conditions aux limites 
t=0 4x0) =7T 
t>0 u(O,r)=T 
lim u(x,t) = To 
X—> O0 


Déterminer (x, t) en utilisant la transformation de Laplace. 


DU MAL À DÉMARRER ? 


Problème 9.1 
On cherche une solution particulière de l’équation sous la forme d’une série de Fourier de période 
27 ; il faut commencer par exprimer le second membre sous la forme d’une série de Fourier. 


Problème 9.2 
Pour comparer la solution obtenue avec la fonction de Neumann, pensez qu’une combinaison 
linéaire de solutions d’une équation différentielle linéaire est encore solution. 


Problème 9.3 
ED Si à partir d’un rang N les coefficients sont tous nuls le problème de convergence ne se pose 
plus. 


Problème 9.4 

Le point x — 0 est un point singulier régulier de l’équation (pour « 1) ce qui suggère la 
recherche de solution sous forme de série généralisée. La forme de la relation de récurrence 
conduit à une discussion sur les valeurs du paramètre «. 


Problème 9.5 
ED (a) On mettra G (v) sous la forme 
1 1 
CSA EE _— 
2im(v — vo)+1  2in(v+vo) +1 


où À et v, sont à déterminer. 
D (c) Utiliser g(1)6(1) — g(0)ô(r). 
ED Calculer directement le produit de convolution en utilisant l'intégrale donnée. 


Problème 9.6 
Il faut utiliser les propriétés de la transformation de Fourier. 


Problème 9.7 
Prendre la transformée de Laplace de l’équation en utilisant les conditions initiales. 
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Problème 9.8 
ED r et 0 sont des variables indépendantes. 


ED Utiliser le résultat de l’exercice 9.3. 
FD Remarquer que l’équation différentielle est homogène par rapport à la variable r. 
© Utiliser le résultat du problème 8.7 ( ED). 
Problème 9.9 
ED Même méthode de séparation que le problème précédent. 
ED La condition V:(@ + 27) = V:(@) entraine que 27 est un multiple de la période de V2. 
ED On reconnaît l’équation de Bessel ou de Bessel modifiée selon le signe de À. 
ED On utilisera 
| x Jo(zxx)dx = JG) 
0 * 


identité obtenue en intégrant l’équation différentielle (E4) (problème 8.6 D. 


Problème 9.10 
ED On prend la transformée de Laplace par rapport au temps : L, {u(x,t)} = U(x, p). 


FD La condition « lim (x, r) bornée Yf » entraîne « lim U(x, p) bornée Vp ». 
X— O0 X— O0 


Corrigés des problèmes 


Problème 9.1 
ED On va chercher une solution particulière sous la forme d’une série de Fourier de période 27 : 


y) = + + 2_ An COS(nt) + B, Sin(nt) 


Commençons par mettre f sous la forme d’une série de Fourier : la fonction est impaire donc 
an =0et 


1 T | n —] n 
by=— | tsin(nt)dt = LEDs f() = LS ) sin(nt) 
T J_> n n 
n>1l 
On plonge y dans l’équation différentielle et on identifie au second membre (pour { > 0); il 
vient : 


XX) — 0 
(—-n° + 2) An+2nBr —= 0 
—2nan+(-n?+2)B, = … 
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Corrigés des problèmes 


Ce qui donne 
(—1)’ n° —2 
An = 4 : ——— 
n° +4 
La solution particulière obtenue est donc 


he 


RCD 2. 
yr(t) = D ua cost + int) 


(ee) | n 
Cette solution ne satisfait pas les conditions initiales puisque yp(0) = 4 ) ( : ) = 4w; et 
in + 4 
,O=25 
YP _ id w) nr. 


n=] 


FD La solution générale de l’équation est la somme de la solution particulière yP et de la solution 
générale y, de l’équation sans second membre 


y” +2y"+2y = 0 


L'’équation caractéristique est r? + 2r +2 = 0 r = —] +i. On obtient pour la solution 
générale de l’équation sans second membre 


y,(1) = e "(Acost +Bsinf) 
et pour celle de l’équation complète 
PC) = 3eŒ) + YPG) 
On impose les conditions initiales 


y(0) A + yp(0) = 0 = À = —-4w:; 
y(O) = —-A+B+yP(0) =0 = B = À — y(0) = —-2w2 


Finalement la solution recherchée est 


ne 2 


IR U T R (1) 
yo(t) = 5° 1 (1 + ——) COS f + ere sin 1 2 HA cost + sin(nf) 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La recherche de solution sous la forme d’une série de Fourier dans le cas d’un second 
membre périodique est une extension de la méthode de recherche sous la forme d’une 
combinaison sinus-cosinus quand le second membre est une fonction harmonique de fré- 
quence donnée. 
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Problème 9.2 
Soit l’équation de Bessel d’indice 0 : 
1 1 / 
y +—y +y=0 
x 
On cherche la deuxième solution sous la forme 


px) = JG) In x + Ÿ ax" 


k=0 
1 (ee) 
3) = Ji(X)Inx + —Jo(x) + ÿ kayx*! 
ds k=1 
2 1 - _ 
Q) = JG Ix + 20) — =) + > KG — Dax? 
Z 1 / 2 / di . k 
++) = JO)+— + xl [+ 2) + Dore + (KE + 2x2 + Ge] 
X x x 
1} x \2r _—. | 2. 
En remplaçant Jo(x) = >» y G) et en identifiant terme à terme les séries obtenues on 
= (P° 
p=0 
obtient 
dj — 0 
(&+2)axs2 + ax = 0 pour k impair = @,11 = 0 
ŒUr 
(2p + 2) @2p42 + Gp — GE Er 1 nn > 0 


Cette relation de récurrence ne peut se résoudre que numériquement ; on peut obtenir les premiers 
termes 


do 1 
P 2 a 
Re — 1 1 __4 3 
P— M2 T8] 64 128 
Il vient alors 
2 3x4 2 4 
= ina + [Dee [rar Es 


On reconnaît, en facteur de ao, la fonction Jo. Si on compare à la fonction de Neumann on obtient 


y(x) = 3 MG) + [ao + In 2 — y] Jo(x) 
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Corrigés des problèmes 


Donc y: est une combinaison linéaire des deux solutions indépendantes N, et Jo. En choisissant 


do =—n2+yona ÿ = No. 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 
La méthode de Frobénius prévoit que dans le cas où l’équation indicielle a une racine 
OO 


double ro, alors la première solution est de la forme y,(x) — + ax" #0 et la seconde 
k=0 


2x) = y1(x)In x + ÿ byx* #0, Dans le cas de l’équation de Bessel d’indice zéro il y a 


k=0 
racine double ro = 0 d’où la forme de la seconde solution. 


Problème 9.3 
L’équation est définie pour & € R par 


(A — x2)y" — 2x! + ay = 0 


HD Les points singuliers de cette équation sont les zéros du coefficient de y” soit x — +1. Si on 
normalise l’équation on obtient 


px) = de et g(x) = 


(84 
(1 — x?) 


où les coefficients p et g réfèrent à l’équation différentielle 9.1. Les fonctions (x + 1) p (x) et 
(x + 1)? q (x) sont définies continues. On en conclut que les points +1 sont des points singuliers 
réguliers. 


Fà On cherche des solutions sous la forme y(x) = >» ax*. 
k 


—0 
a) Le point x, = 0 est un point ordinaire. Du fait des points singuliers en x — +1 la convergence 
de la série n’est assurée que pour |x| < 1. 


b) Relation de récurrence entre les coefficients az : 


(=) ÿ Pratt) de ÿ kax* + ÿ ax = 0 
k=2 k=1 k=—0 


Il 
© 


+: [+ 1) (k +2) ax42 + (a — kK(k + D) ar)] 
k=0 


On en déduit 
—a+k(k+1) 
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On a une relation de récurrence par pas de deux qui engendre deux solutions 


; | —a+2p(2p +1) 
solutions paires : k —2p = Gp12 — ru Pi 
yP(x) = D px? 

p=0 


—a+2p(2p — |) 


solutions impaires : K=2p—1—= @pu = 2p (2p + 1) 


dp-1 


H=) &, ue 


p=Il 


c) Prenons par exemple la solution paire. En x — 1 


POPDETT 
p=0 


Appliquons le critère de Gauss pour étudier la convergence de cette série 


1 1 
Gp. _ Cp+D@p+2) | (1+4) (1+1) 
d2p+2 «+ 2p (2p + 1) (1 + 1 #) 
p . 4p? 


Sn | his à 
2p 2p° p am °\r» 


En appliquant le critère de Gauss on à g = 1. Donc la série diverge. On montre qu’il en est 
de même pour la solution impaire. On a vu que +1 est point singulier de l’équation ; 1l n’est 


donc pas étonnant que la série diverge en ce point là. 


ED Si on choisit & — N(N + 1) la relation de récurrence (équation 9.5) va s’interrompre pour 
k — Net la série se ramène à un polynôme, qui est défini Vx et donc en particulier pour 
x E [-1,1]. Par exemple pour N pair, N = 2P, c’est la solution paire qui va s’interrompre 
pour p — Peton aura a, —=0 Vp Z P +1; la solution paire est alors un polynôme de degré 


2P 


P 
yP(x) = D px? 
p=0 


Si N = 2P — I c’est la solution impaire qui se ramène à un polynôme de degré 2P — I. Les 


polynômes ainsi engendrés sont les polynômes de Legendre (voir chapitre 8). 
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Corrigés des problèmes 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Imposer que la solution soit bornée sur [— 1, 1] entraîne que le paramètre à ne peut prendre 
que des valeurs discrètes de la forme N(N + 1). C’est cet argument qui conduit à la dis- 
crétisation du moment cinétique en mécanique quantique. 


Problème 9.4 
Il 
Solutions de l’équation (a > ;) 


2 


x2(x + 1)y” +2x2y" — a(a — 1)(x +1) y = 0 


e a=1— x"(x+1)y"+2x2y = 0. On pose z = y’. Alors 


ER —— 
z  x+1 2? +1) in lGœ+D 


C 


°e à Z 1. On remarque que x = 0 est un point singulier régulier. On va donc chercher des solutions 


sous la forme 


OO 
y=I ax :; &%#0 
k=0 


Le terme de plus bas degré, en x”, vient de —a(æ — 1)y et de x°y” : en égalant son coefficient 
à zéro on obtient l’éguation indicielle 


dofr( —1)-a(a—1)]]}=0=r=aour=1-a 


Il , 
Comme & > — c’est « qui est la plus grande des deux racines et donc on aura toujours une 
solution de la Ce (théorème de Fuchs) 


OO 
EE ÿ ax" 
k=0 


Déterminons maintenant la relation de récurrence entre les coefficients a,. Le coefficient du 
terme en x**” est donné pour k > 1 


k+r—2)(k+r — la 1 +(k+r — 1)(k+r)a; +2(kK+r — la_; — a(a— 1) (ax + ax_1) = 0 


ce qui donne 
[&+r—1)(&+r) — a(a — 1)] (ax +ax_1) = 0 (9.6) 
Pour r = « on obtient 
KG +2a — 1) (a +ax-1) =0 k>1 


235 


Chapitre 9 - Équations différentielles et équations aux dérivées partielles 


Il . ; 
Comme «& > 5 —= 2a — 1 > Oon en déduit a — —a;_; = ay = É a). On obtient donc la 
première solution 


O0 x4 
6 = aox* > (CD x* = a0= xl <1 


+1 
k—0 
Pour obtenir la seconde solution faisons r — 1 — « dans la relation 9.6 : 
K&+1—2a) (a +ax-1) =0 kZ1 


On voit que si 24 — 1 — N € N* la relation de récurrence est interrompue pour k = N. 
Commençons par envisager le cas 


e 2a — 1 € N. Dans ce cas k(k + 1 — 2a) £ 0 = (ax +ax_1) = 0 on a la même relation de 
récurrence que pour y, et donc a = (— 1)* ao : la seconde solution est donc 


1—a@ 


+1 


_ = x 
ya(x) = aox! ÿ (1) x — ao 
k—0 


[xl < 1 


+ 2a—1—= NE N*. Dans ce cas 


(a +a-1) = 0 1<K<N—-1=a=(-1) aopourl<k<N—I 
(a +a-1) = 0 N+1<k= a =(-1) "ay pourk > N+1 


On a donc apparemment deux autres solutions 


N—1 
= k k 
Pa) = aox > (1) x 
k=0 
OO 
A), = ‘ap ÿ CD 
k=N 
Cette dernière solution peut en fait être réexprimée 
. N+1—a a 
1—a N k' k À = 
Z2(x) — aux xV SN (-1ÿ x = a = AN — = yj(x 
2@) , = VAN 2" ) Er May PI 


car puisque 24 — 1 = N alors N + 1 — æ& = a et on retrouve la solution y,. Donc seule la 
fonction y, est une nouvelle solution 


N—I N ON 1—a N a 
: _ 1—(—-1) x x — (—1) "x 
… 1—a@ . k — 1—a@ == 
Y2(X) = aox 2 X) — aox ee ue 
puisque N + 1 — & = a. Finalement 
1—a 
! 
y2(x) — 47. + 46y1(xX) 
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Corrigés des problèmes 


1—a 


: | x : X À L 2 
La nouvelle solution qui apparaît est la fonction Te la même que dans le cas précédent 
\ 
où2a—1ÉN. 


Il nn. | 
© æ@ = —. Dans ce cas les deux exposants indiciels coïncicent : & = 1 — æ. La méthode consiste 
alors à chercher la seconde solution sous la forme (voir problème 9.2) 


Y2(x) = y1(x) In x + z(x) 


OO 


x L. a 
va et z(x) = x ÿ ax ; en injectant dans l’équation on constate que 


avec y1(x) — . 


k=—0 
y1(x) In x est solution (z(x) = 0) ; on a donc 


In x ./x 
Yx) = y1(x)Inx = DA 
x+li 


Problème 9.5 


ED On rappelle que si f, f',.…, f"° et g sont dans L!, (f x g)") — f) x g. On en déduit 
DES) = DEF A0 xX—x%: 


P L'équation satisfaite par g(r) est 


8") +28" (0) + Sg(0) = 8) 
a) On prend la transformée de Fourier : 


1 


47°? v? + dimv +5)G(v) = 1 = Gr) = 
(—47°v imv +5)G(v) (@) —47 12 + diry+S 


b) On a 


1 1 

Qirv+1ÿ +4 Qirv+1+2i)(Qimr+1—2i) 
1 1 : 1 

Ai l2in(v—+)+1 2in(v+i)+1 


G(») 


Compte tenu du fait que F {e “u(r)} = et F{e #7 f(p)} = F(r— vo)onen 


1 2iTv +a 
déduit (ici 70 — —) 
T 


1 — 
P0= > 


1 : ; 1 
g(t) — . Le Tote tu(t) — 6 Mie at) 5 sin (2t)u(t) 
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c) En utilisant la dérivation au sens des distributions, 


RE se” sin(2t)u(t)+e ‘cos (2t)u(t) + ce" sin (2r) ô(t) 
Or on a sin (2r) ô(t) — sin (0) 8(r) = 0 = g’ — 5e” [sin (2r) — 2cos(2fr)]u(t) 


8 — cet [sin (25) — 2 cos (2r)]u(r) — e"" [cos (2) + 2 sin (2r)]u(r) 
5e" [sin (2#) — 2 cos (2r)] ô(r) 


- ie sin (21) u(r) — 2e" cos (21) u(r) + ô(t) 


On vérifie bien que 
g'@)+2g" @)+5g(0) = 8(r) 


Remarque 
Soit yp(t) = e ‘(A cos(2r) + B sin(2r)) la solution générale de l'équation sans second membre; la 


fonction de Green est ici définie à cette fonction près : g(#) + y»(r) est encore solution de la 
même équation. Si on impose g € L' alors cette partie transitoire ne doit pas apparaître. 


E> On entre dans le filtre le signal x(f) — el}, La réponse est 


Le 1 4 ! 1 Fe / , 
o=grxs [7 3e sin (rage titan 23 [et sin (21) el tlar 
0 


— OO 


CRÉÉE dE — 


1 . / / 1 2 / 
VOS | e! sin(2r') e-'* dt! = je | e7* sin (2r') dt” 
0 0 


Sit>0—=1|r—-r|=1—t pourrf <tetr' —1 sinon; on en déduit 


Le ; 1 [© ., , 
(} = =) €‘ sn(2rle ® da e! sin(2r') e‘-! dt’ 
y 

2 Jo 2) 
—21! 26 


4 D. 


2 — cos(2f) + sin(2r) 
8 


1 — cos(2r 1 
_ (2 cos(2r') + 2 sin(2r”)) 


t 
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Corrigés des problèmes 


Finalement 
1 
y() —= ra sit <O0 
 — . 
_ cos(2f) + sin(2r) ir>0 
8 
Remarque 


Là encore pour obtenir la solution générale de l'équation on rajoute y ; si on cherche une solution 


dans £' alors la fonction y ci-dessus convient. 
y 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La fonction de Green n’est autre que la réponse impulsionnelle des problèmes de filtre. 
Cette méthode est surtout utilisée dans les équations aux dérivées partielles comme les 


équations de Maxwell où elle conduit à la notion de potentiel retardé. 


Problème 9.6 
Prenons la transformée de Fourier de l’équation 
y"+1y +3y = ra 
1 
Qirv) Y(v) — = LirrY()] +37) = V2re 27" 


iT 
—vY"(v)+ (4722? +2) Y(v) Dre 27 


Résolvons l’équation sans second membre 


—vY'(v)+(-47°"v" +2) Y(v) = 0 
VO) _ ATV +2 D 4,2, 2 
Y(y) V V 
InfY(v)} — —47/»?+1nr?+cC 


= Y,(v) _ Kr'e 27" 

Appliquons la méthode de variation de la constante Yo(v) = K (v) ple 27 
! 2 —27 1° _97?p? 1 1 
-v (K'() ve ) — V2re + KG)=;V2r— 


y? 


2.2 


1 
=>  Yo(r) = 3 V2 re 


d? 


L 5 
On a 0) = F7 (Vo) = 3e! /7 et ve) = FT(Yo) = AT 


a donc 
y) = AG? — De"/2+ > 


(A) = A(P — 1)e*/2, On 
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Ce qu'il faut retenir de ce problème 


La forme du second membre (fonction gaussienne) suggère d’utiliser la transformée de 
Fourier. Cette méthode ne permet de trouver qu’une seule solution de l’équation sans 
second membre. On peut prolonger l’exercice en recherchant l’autre solution par une autre 
méthode (développement en série). 


Problème 9.7 
Prenons la transformée de Laplace de l’équation 
(@—1)y"+1y +7 =0 


On utilise L{y”} = p°Y(p) — py(0) — y'(0) = p*Y(p) — p +1 et L{rf(t)} = —F'(p). 
L’équation transformée s’écrit donc : 


| 
© 


— (p2Y(p)— p+1) — (pp) — p+1) —(pY(p)— 1) +Y(p) 
(p+1)Y'+(p+2)Y 


| 
= 


Résolvons l’équation sans second membre 


Y’ p +2 l 

1)Y' 2)Y 0 — = =  — 
(p + DY°+(p +2) 7 PES oi 
—P 


e 
> Y(p)=K 
(P) ei 


On obtient une solution particulière de l’équation complète par variation de la constante 


e P e P 
Yo(p) = EU PORN Qi 


p+l 
1 
Yo(p) — ni 
On a donc 
DER — L 7, Re Du — 1)+e ut) 
p+l p+l 


Ce qu'il faut retenir de ce problème 


On remarque qu’en dépit des deux conditions initiales 1l reste une constante arbitraire 
dans la solution. L’explication vient du point singulier régulier de l’équation en f = 1 qui 
sépare l’axe réel en deux intervalles (0, 1) dans lequel sont imposées les conditions sur 
y et l’intervalle (1, ) dans lequel « vit » la solution e 7 u(s — 1) qui n’est donc pas 
contrainte par les conditions en f — 0. Si on veut imposer la continuité de la solution sur 
* il faut fixer K = 0. 
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Corrigés des problèmes 


Problème 9.8 
HD On remplace dans l'équation V par V. V; et on divise par Vi V2. On obtient 


EX, 1 (singV;) 


; = 0 
Vi sin Ÿ V2 


r 


Le premier terme ne dépend que de r et le second que de 0 ; pour que la somme des deux soit 
identiquement nulle 1l faut que les termes soient de la forme : 


em», 1 (singv) 
F— — = — —— — 
V. sin 0 2 


où À est une constante arbitraire. 


P L'équation angulaire se réécrit 
sin 4 V;' + cos 0 V; + À sin 0 W = 0 


On fait le changement de variable x = cos 0 : 


V(x) =  V2(8 = Arccos(x)) 

dV dVa(x) dx _ dV(x) dVa(x) 
40 dd De ce SR nr 
PAA d dVa(x) | dx 

RER a AM us 

ae Fa | ue | 40 


d2V(x) x  dV;(x) 
— 1 2 1/1 272 LE à 
L | d dx? Ÿ V1-x2 dx 


= (=) ot) 
L’équation différentielle devient 
(A x2)V} — 2x V3 + AV = 0 


ED On reconnaît l’équation de Legendre. On a vu dans le problème 9.3 que pour À quelconque les 
solutions ne sont pas définies en x = +1 c’est-à-dire en 0 = 0, 7 ce qui correspond à l’axe Oz. 
Le potentiel V doit être défini partout dans la sphère, en particulier sur l’axe Oz. La solution à 
ce problème a été trouvée dans le problème 9.3 : 1l faut que À soit de la forme À = n(n + 1) avec 
n € N auquel cas l’équation a une solution polynômiale (celle de même parité que n), qui est le 
polynôme de Legendre P, et qui est donc définie Vx € [—1, 1]; l’autre solution reste singulière 
en x = +l 


VX) = P,(x) = V2(8) = P, (cos 8) 
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ED L'équation pour V. est de la forme, avec À — n(n + 1), 
rt Vi) —-nn+1V = 0 
r'V/+2rV{-nn+DVi = 0 


Cette équation est homogène par rapport à la variable r ce qui suggère de chercher des solutions 
de la forme V.(r) = r“. On obtient 


a(a—1)r"+2ar" — n(n +1) =0 
a + @ — n(n +1) =0 
= a=nou —-(n+l) 


et B 
V(r)= A, r" + — 


pti 


où les A, et B, sont des constantes arbitraires. 


LD On en déduit que les solutions élémentaires de l'équation de Laplace sont de la forme 


B; 
ti 


nEN— V,(r,0)=[A, r" + ]P,(cos 6) 


La solution générale s’obtient par superposition des solutions élémentaires : 


OO 


V(r,0)= IA, r"+ 


n=0 


B; 
rJPr (cos 0) 


pn+ 


TD On cherche la solution du problème intérieur qui satisfait la condition aux limites : 
V(R, 0) = Vo(0) où 


Vote) = VW bel, SI 


0 pels7l 


Comme le potentiel est borné en tout point du domaine intérieur à la sphère, donc en particulier 
enr = 0, on doit avoir B, = 0. Par ailleurs la fonction V doit satisfaire la condition sur la 
sphère : 
O0 
V(R,0)= Ÿ_ A,R"P, (cos 0) = Vo(6) 
n=0 


Cette identité n’est rien d’autre que le développement de la fonction V5(0) sur la base de poly- 
nômes de Legendre. On en déduit 


n 


: (Vo, Ph) : Qn +1 
- he 
LP, | 2 


n 


1 
[l AB 
= 
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où Vox) = V5(0 = Arccos(x)) = Vo pour x €]0, 1] et 0 sinon. On a donc 


2n +1 


1 
An — Ph 
D Ra rw | (x)dx 


D — of Po(x)dx = 1 
0 


1 1 
1 1 
n = 2k>0—= | Pt) = ;/ Pyx(x)dx — 5 (P5k, Po) = 0 
0 _] 


(2k)! 


1 
: EE  —— 
h — +1 | Px#(@x)dx = (—1) 2AHEI(K + 1)! 


(voir question E du problème 8.7) 


On en déduit la solution 


(4k +3)(2k)! 


2k+1 
ARE + D! (x) Pautcoss) 


V(r, 0) = De 1 


Ce qu'il faut retenir de ce run 


Ce problème est résolu par la méthode de séparation des variables. La factorisation de 
l’équation de Laplace en coordonnées sphériques conduit pour la partie angulaire à une 
équation de Legendre. La discrétisation de l’ensemble des solutions élémentaires vient de 
la condition de continuité de la solution sur l’intervalle fermé [—1, 1] (voir problème 9.3). 


Problème 9.9 


HD En injectant la solution sous forme factorisée V(p, @,z) — Vi(p)Va(@)V3(z) dans l’équation 
de Laplace 
OV 10V 104V OV 


— +— + — + — — 
Op pôp p0® 22 
et en divisant par V on obtient 


V/! 1 V/ 1 \'24 V'! 
(ED, 2), (2) 
M pV PER AV 


On en déduit 


V!! V!! V!! 1 V! 
= dl) 
V3 V Vi P Vi P 
OU EnCOrE 
VA" = 0 
VS" + VW = 0 
1 
v'+-v'+a- by = 0 
Pp P 


où À et y sont des constantes arbitraires (constantes de séparation). 
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P L'équation pour V; a pour solution une combinaison d’exponentielles si w < 0, une com- 
binaison de fonctions sinus/cosinus si > 0, un polynôme en @ si = 0. La condition de 
périodicité V,(@+27) = V,(@) ne peut être satisfaite que par la combinaison sinus/cosinus, (ou 
par une constante si w = Ü). 

On a donc y > 0; posons u = r° avec r € R. 


V(@) = À cos(ro) + B sin(ro) 


La condition V;,(@ +27) — V,(@) entraine soit que la fonction V, est périodique avec une 
période T telle que nT = 27 avec n quelconque dans N°, soit qu’elle est constante. La fonction 


| . 27 L 

A cos(r@) + B sin(rœ) est de période — = r = n € N°. Donc 

r 

n E N = V,(@) = A: cos(ng) + B;sin(nç) 
où le cas n = 0 correspond à la fonction constante. 
ED On alors pour V, 
1 1 ! n° 

P P 
qui est une équation de Bessel d’ordre n. Suite à la discussion de l’exercice 7.4 : 
— si À < 0 c’est une équation de Bessel modifiée. Comme les fonctions de Bessel modifiées ne 
s’annulent pas, la condition de potentiel zéro sur la paroi ne peut pas être satisfaite ; 
— si À — 0 on a une équation homogène de solution générale V.(p) — Ap" + B/p" qui ne peut 
satisfaire les deux conditions que si À = B =0; 


— si À > 0 c’est une équation de Bessel standard dont les solutions ont des zéros ; on pose 
À = k? et la solution générale est de la forme 


Vi(p) = à J,(kp) + B N,(kp) 


Le fait que V, soit bornée à l’intérieur du cylindre exclut la composante N,(kp) qui est singu- 
lière à l’origine. On a donc V.(p) = J,(kp). 


4 On se restreint aux solutions à symétrie azimutale, n — 0. La fonction V; est solution de 
l’équation 
VV; = 0 
V3(z) = A sinh(kz) + B cosh(kz) 
Les solutions élémentaires sont maintenant de la forme 
V(p, 2) = Jo(kp) [A sinh(kz) + B cosh(kz)] 
On doit avoir 
V(p,z=0)=0 —= Jikp)B=0 Vo = B=0 
V(bp=a;,z)=0 — Jo(ka)sinh(kz) = 0 Vz 
+ Ja)=0s te? 
a 
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où {z,} désigne la suite des zéros de J6. Finalement on obtient les solutions élémentaires indi- 
cées par l’entier p : 
p, z 
V,(p, 2) = A JG?) Sinh(tp) PE N° 


LD On obtient la solution générale compatible avec les conditions sur les parois en superposant 


ces solutions élémentaires. 


D: .…. Z 
V(, 2) = 2 Ap Jon) Sinh(ep=) 
P * 


a) Imposons la dernière condition aux limites, sur le couvercle, 


| L 
V2 = L)= Vote) = Ÿ[ A5 D(GpE) Sinh(ey—) 
pEN* 


La condition d’orthogonalité établie dans le problème 8.6 devient ici 


a a? 
Î pda) ot )dp = —(Ji()) ur 
0 a a 2 


Par conséquent 


a a | L 
| pVo(p)do(a Ddp | pot?) À D A3 Jo(cp2) sinh(c, =) V dp 
0 a 0 a a a 


pEN* 


_ 
D 4, sinhe ©) J pote Pole Ddp 
= a 0 a a 


| L.:d4 
— Àk sinh(zr—)> (J1()) 


D'où le résultat ) : 
Ay = | pVotp)o(&x Ed 
0 


DRE 
sinh(zr _. [a JT 


b) En particulier si Vo(p) = Vo = c'° : on montre en intégrant l’équation différentielle (E}) 
(ED du problème 8.6) que 
- J 
php = a 15 
0 a 
On obtient pour le coefficient A; : 
2V. 
he —— 
zx J1(zx) Sinh(zx _ 
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et 
. z 
Jo(zp =) sinh(zp =) 
V(D,2) = 2Vo D, — 4 <$- 
PEN* ZhJ1(Zp) sinh(zp=) 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 


Ici aussi le problème est résolu par la méthode de séparation des variables. La factorisation 
de l’équation de Laplace en coordonnées cylindriques conduit pour la partie radiale à une 
équation de Bessel. La discrétisation de l’ensemble des solutions élémentaires vient de la 
condition aux bords. 


Problème 9.10 û 
D Soit g(f) —Erfc CA) et G(p) sa transformée de Laplace. On a 


7 


o= (een) 2 LIT] 
SU Va \avr ri 


—da ft 
On rappelle le résultat ( voir exercice 3.1( D) cu (ru =; fe ve, a > 0. 


On en déduit que 


a [ Î[r 7 . 
L {ge'() | —e 2 Vr'qpl = [l é due NP 
CPS 207 Jar 


{ )} (p) — g(0) — (P) (p) = { Ê ee )} _ cu 
L l G G > G £ < Erfc 
8 POP 8 POP P VF 


FD On pose 
Dix. p) = Liu. n}r= FL e P'u(x,t)dt 
0 


En prenant la transformée de Laplace de l’équation on obtient 


2 
dU(x, 
ep HE pU(x, p) —— —To 


La solution générale de cette équation (du second ordre à coefficients constants par rapport à la 
variable x) est 

X X To 

UC; p) = A(pJexp [VF] + BGp)exp [7 VF] + = 
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On doit avoir im u(x,t) bornée Vf ce qui entraîne Jim U(x, p) bornée, et donc B(p) = 0. 
Imposons la condition à à l’origine : 


= T6 


T 
u(O, fr) = T = U(0, p) — : — A(p) — 
Finalement la solution est 


U(x, p) — 


Compte tenu du résultat préliminaire on en déduit 


x 
u(x,t) =(T — T)Erfc | ——© | u(t) + Tou(t) 
2aVt 
Ce qu'il faut retenir de ce problème 
L’équation de la chaleur est résolue par transformation de Laplace, ce qui est suggéré par 
les conditions aux limites et par la nature transitoire du phénomène étudié. Le système doit 
tendre asymptotiquement vers l’équilibre thermodynamique ; nous vérifions effectivement 
sur la solution que lim u(x,t) =T Vx. 
1— 00 


247 


BIBLIOGRAPHIE 


[1] APPEL Walter, Mathématiques pour la physique, H&K éditions 2005 


[2] ARNAUDIES Jean-Marie, FRAYSSE Henri, Cours de mathématiques, tome 2 (Analyse) et 
tome 3 (Compléments d'analyse), Dunod 1994 


[3] ARFKEN George B., WEBER Hans J. Mathematical methods for physicists, Elsevier 2005 


[4] AULIAC Guy, AVIGNANT Jean, AZOULAY Elie, Techniques mathématiques pour la phy- 
sique, Ellipses 2000 


[5] GASQUET Claude, WITOMSKI Patrick, Analyse de Fourier et applications, Dunod, 1996 


[6] GHORBANZADEH Dariush, MARRY Pierre, POINT Nelly, VIAL Denise, Mathématiques du 
signal : Rappels de cours et exercices résolus, Dunod 2008 


[7] PAPOULIS Atanasios, Signal Analysis, McGraw-Hill 1977 
[8] PARODI Maurice, Mathématiques appliquées à l’art de l'ingénieur, SEDES 1965 
[9] PETIT Roger, L'outil mathématique pour la physique, Dunod 1998 

[10] REINHARD Hervé, Éléments de mathématiques du signal, Dunod 2002 

[11] RODDIER François. Distributions et transformation de Fourier, McGraw-Hill 1993 


[12] ROUBINE Elie, Distributions Signal, Eyrolles 1999 


A 


abscisse de sommabilité, 66 
analytique (fonction), 95 


base orthogonale, 197 

de Fourier, 197 

et fonctions de Bessel, 203 
Bayard-Bode (relations de), 152, 160 
Bessel (fonctions de), voir chapitre 7 
Bêta (fonction eulérienne), 8 
Bromwich-Wagner (intégrale de), 67, 100 


C 


Cauchy 
condition de, 95 
critère de convergence de séries, 3 
formule intégrale de, 95 
partie principale de, 2, 42, 51, 127 
théorème de, 95 

Causal 
critère de causalité, 150-152 
filtre, 70 
fonction, 4, 33, 66, 119, 128 
signal discret, 101 

causal, voir chapitre 6 

condition de Cauchy, 95 

critère de convergence 
d’intégrales, 1 
de Gauss, 225 
de séries, 2, 3 


D 


dérivée non entière, 149 
Dirac 
distribution, 124 
impulsion de, 6 
peigne de, 125 


INDEX 


distribution, voir chapitre 5 
convolution, 127 
de Dirac, 124 
peigne de Dirac, 125 
Pseudo-fonction, 124 
transformée de Fourier, 125 


E 


égalité presque partout, 5 
équation 
d’ondes, 170, 172, 173, 223 
de Bessel, 165, 166 
de la chaleur, 169, 223, 228 
Transformée de Fourier, 45 
de Laplace, 223, 226, 227 
Transformée de Fourier, 45 
de Legendre, 225 
équations aux dérivées partielles, 223 
équations différentielles, 3, voir chapitre 9 
méthode de Frobénius, 222 
points ordinaires, points singuliers, 222 
exponentielle intégrale (fonction), 8 


F 


filtre, voir chapitre 6 
à phase minimale, 160 
et Transformée de Fourier, 46 
fonction 
analytique, 95 
causale, 4, 33, 66, 119, 128 
continue, continue par morceaux, 4 
d’erreur, d’erreur complémentaire, 8 
de Green, 225 
de Heaviside, 4, 7 
de transfert, 69, 148 
eulériennes (Bêta, Gamma), 8 
exponentielle intégrale, 8 
localement sommable, 5 
sinus intégral et cosinus intégral, 8 


sommable, de carré sommable, 5, 41, 42, 148, 


196 
tempérée, 5 


Index 


fonctions de Bessel, voir chapitre 7 
de première espèce, 165 
et modulation de fréquence, 169 
modifiée, 166 
fonctions de Hankel, 165 
fonctions de Neumann, 165 
formule de duplication 
fonctions eulériennes, 100 
formule des compléments 
fonctions eulériennes, 99 
formule intégrale de Cauchy, 95 
Fourier 
coefficients de, 7 
séries de, 7, 47, 98, 101, 129 
transformée de, 41, 100, 128-131, 225, 226 
Fresnel 
intégrales de, 98 
Frobénius 
méthode de résolution d’équations différentielles, 
222, 225 


G 


gain complexe, 148 
Gamma (fonction eulérienne), 8, 225 


H 


Hankel 
fonction de, 165 
transformation de, 174 
Heaviside (fonction de), 4, 7 
Hermite (polynômes de), 199 
Hilbert 
espace de, 196 
transformée de, 137, 141 


I 


impulsion de Dirac, 6 
inégalité triangulaire, 97 
intégrale 
de Bromwich-Wagner, 67 
de Fresnel, 98 
de Riemann, 1 
généralisée, 1, 9 


Jordan (lemmes de), 96 


250 rc" 


ia_personal library 


K 


Kramers-Kronig (relations de), 128, 151 


L 


Laguerre (polynômes de), 72, 199 
Laplace 
équation de, 226, 227 
transformée de, 66, 100, 226 
largeur d’un signal, 48 
Laurent (séries de), 95 
Legendre 
polynômes de, 198, 199, 203, 218, 225, 227 
lemmes de Jordan, 96 
ligne de transmission, 70 


N 


Neumann (fonctions de), 165 


O 


orthogonalité, voir chapitre 8 
oscillateur, 69, 70 


P 


Paley-Wiener (théorème de), 152, 161 
paquet d’ondes gaussien, 48 
Parseval (relation de), 7, 42, 63, 100, 115, 197 
partie principale, 2, 42, 51, 127 
peigne de Dirac, 125 

transformée de Fourier, 129, 130 
Plancherel (relation de), 42, 55, 197 
polynômes 

de Hermite, 199 

de Laguerre, 72, 199 

de Legendre, 198, 203 

de Tchebychev, 199, 201 
porte (fonction), 7 
procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, 198 
produit de convolution, 9 

et distributions, 127 

et transformée de Fourier, 42, 44 

et transformée de Laplace, 67 
produit scalaire, 196 
pseudo-fonction, 124 


R 


relation de Parseval 

et base orthogonale, 197 

et séries de Fourier, 7 

et transformée de Fourier, 42, 63, 100, 115 
relation de Plancherel, 42, 55, 197 
résidus 

calcul des, 96 

théorème des, 96 
Riemann 

fonction zéta de, 2 

intégrale de, 1 


S 
séries 
critères de convergence, 2 
de fonctions, 3 
de Laurent, 95 
géométriques, 2 
numériques, 2 
séries de Fourier, 7, 11, 47, 98, 101, 143 
coefficients, 7 
et équation différentielle, 224 
et causalité, 153 
et filtre, 149 
et fonctions de Bessel, 170 
et peigne de Dirac, 129 
relation de Parseval, 7 
Shannon (théorème de), 47 
signe (fonction), 7 
sinus cardinal (fonction), 7 
sinus intégral et Cosinus intégral (fonctions), 8 


Index 


sommable, de carré sommable 
fonction, 5, 41, 42, 148, 196 


T 


Tchebychev (polynômes de), 199, 201 
tempérée 
distribution, 124 
fonction, 5, 124 
théorème 
de Cauchy, 95 
de la valeur finale, 67 
de la valeur initiale, 67 
de Paley-Wiener, 152, 161 
de Shannon, 47 
des résidus, 96 
transformation de Hankel, 174 
transformation en Z inverse 
et théorème des résidus, 101 
transformée de Fourier, voir chapitre 2, 128-131 
des fonctions usuelles, 42 
et équations différentielles, 45, 225, 226 
formules de Plancherel et de Parseval, 42 
inverse, 100 
propriétés, 42 
sinus, cosinus, 44, 46 
transformée de Hilbert, 137 
transformée de Laplace, voir chapitre 3 
des fonctions usuelles, 68 
et lignes de transmission, 70 
inverse, 66, 100 
propriétés, 67 
triangle (fonction), 7 


251 


Re. + .”  . ee = surt : à tn 27 
BIEN rl 
PO dt À .. re a 


… 


{ m 
_. * dj epat A 


